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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α. Έστω Ρ(x) ένα πολυώνυµο του x και ρ ένας πραγµατικός αριθµός. Αν

π(x) είναι το πηλίκο και υ(x) το υπόλοιπο της διαίρεσης του
πολυωνύµου Ρ(x) µε το πολυώνυµο (x - ρ), τότε:

α) Να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης του Ρ(x) µε το (x - ρ).
(Μονάδες 2,5)

β) Το υπόλοιπο υ(x) είναι:
Α. Πάντοτε πολυώνυµο ίδιου βαθµού µε το Ρ(x).
Β. Πολυώνυµο πρώτου βαθµού.
Γ. Σταθερό πολυώνυµο.
∆. Πάντοτε το µηδενικό πολυώνυµο.

(Μονάδες 5)

γ) Να δείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου Ρ(x) µε το
(x - ρ) είναι ίσο µε την τιµή του πολυωνύµου για x = ρ. Είναι δηλαδή
υ = Ρ(ρ).

(Μονάδες 5)

Β. Έστω το πολυώνυµο Ρ(x) =k2 x3 – 3kx2 + kx + 1, όπου k πραγµατικός
αριθµός. Για ποια από τις παρακάτω τιµές του k το υπόλοιπο της
διαίρεσης του Ρ(x) µε το (x - 1) είναι ίσο µε το µηδέν;

A. k = 0
B. k = -1
Γ. k = 1
∆. k = 2
Ε. k = -2

(Μονάδες 12,5)

Ζήτηµα 2ο

Έστω γεωµετρική πρόοδος της οποίας ο τρίτος όρος είναι ίσος µε 16 και ο
έκτος είναι ίσος µε 2.

α) Ο πρώτος όρος α1 και ο λόγος λ της γεωµετρικής προόδου είναι:

Α. α1 = 64 και λ = -1/2 Β. α1 = -64 και λ = -1/2
Γ. α1 = 64 και λ = 1/2 ∆. α1 = 32 και λ = 1/2

(Μονάδες 9)

β) Να βρείτε τον δέκατο όρο της γεωµετρικής προόδου.
(Μονάδες 9)

γ) Να βρείτε το άθροισµα των άπειρων όρων της γεωµετρικής προόδου.
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(Μονάδες 7)

Ζήτηµα 3ο

α) Να αποδείξετε ότι: ηµ6x + ηµ4x = 2ηµ5x • συνx.
(Μονάδες 10)

β) Να λύσετε την εξίσωση: ηµ6x + ηµ4x + 4ηµ5x = 0.
(Μ0νάδες 15)

Ζήτηµα 4ο

Η τιµή αγοράς ενός ηλεκτρονικού υπολογιστή είναι µεγαλύτερη από 620
χιλιάδες δραχµές και µικρότερη από 640 χιλιάδες δραχµές. Κατά την αγορά
συµφωνήθηκαν τα εξής:

Να δοθεί προκαταβολή 120 χιλιάδες δραχµές.
Η εξόφληση του υπόλοιπου ποσού να γίνει σε 10 µηνιαίες δόσεις.
Κάθε δόση να είναι µεγαλύτερη από την προηγούµενη κατά ω χιλιάδες
δραχµές, όπου ω θετικός ακέραιος.
Η τέταρτη δόση να είναι 48 χιλιάδες δραχµές.

α) Να εκφράσετε το ποσό της πρώτης δόσης ως συνάρτηση του ω.
(Μονάδες 5)

β) Να εκφράσετε την τιµή αγοράς ως συνάρτηση του ω.
(Μονάδες 5)

γ) Να βρείτε την τιµή του ω.
(Μονάδες 5)

δ) Να βρείτε το ποσό της τελευταίας δόσης.
(Μονάδες 5)

ε) Να βρείτε την τιµή αγοράς του ηλεκτρονικού υπολογιστή.
(Μονάδες 5)
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α.1.
α) Η ταυτότητα της διαίρεσης του πολυωνύµου Ρ(x) µε το πολυώνυµο

(x - ρ) είναι:

P(x) = (x – ρ)π(x) + υ(x)

β) Σωστή είναι η απάντηση Γ, γιατί ο διαιρέτης (x – ρ) είναι πρώτου
βαθµού.

γ) Από την ταυτότητα της διαίρεσης ενός πολυωνύµου Ρ(x) µε το δυώνυµο
x – ρ έχουµε:

P(x) = (x – ρ)π(x) + υ(x)

Επειδή ο διαιρέτης (x – ρ) είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού, το
υπόλοιπο της διαίρεσης υ(x) είναι ένα σταθερό πολυώνυµο. Έτσι,
έχουµε:

P(x) = (x – ρ)π(x) + υ(x) (1)

Αντικαθιστούµε στην (1) όπου x = ρ και έχουµε:

(Ρ(ρ) = (ρ – ρ)π(ρ) + υ   ⇔   Ρ(ρ) = 0 • π(ρ) + υ   ⇔   Ρ(ρ) = υ

Α.2. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου Ρ(x) µε το (x - 1) είναι:

υ = Ρ(1) = κ2 • 13 – 3κ • 12 + κ • 1 + 1 =
   = κ2 – 3κ + κ + 1 =
   = κ2 – 2κ + 1

Από την υπόθεση έχουµε ότι:

υ = 0 ή
Ρ(1) = 0

Άρα: κ2 – 2κ + 1 = 0 ⇔ (κ – 1)2 = 0   ⇔   κ = 1

Εποµένως, η σωστή απάντηση είναι Γ.

Ζήτηµα 2ο

α) Από την εκφώνηση έχουµε ότι:
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∆ιαιρώντας τις σχέσεις (1) και (2) κατά µέλη βρίσκουµε ότι:

1/λ3 = 8   ⇔   λ3 = 1/8   ⇔   λ = 1/2
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Άρα:

α1 • λ
2 = 16   ⇔   α1 • 1/4 = 16   ⇔   α1 = 64

Εποµένως, σωστή είναι η απάντηση Γ.

β) Ο δέκατος όρος της γεωµετρικής προόδου είναι:
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γ) Επειδή είναι |λ| = |1/2| < 1, το άθροισµα S των άπειρων όρων της
γεωµετρικής προόδου δiνεται από τον τύπο:
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Ζήτηµα 3ο

α) Γνωρίζουµε ότι:

ηµΑ + ηµΒ = 2ηµ(Α + Β)/2 συν(Α – Β)/2

Εποµένως για Α = 6x και Β = 4x έχουµε:

ηµ6x + ηµ4x = 2ηµ (6x + 4x)/2 συν (6x + 4x)/2   ⇔

⇔  ηµ6x + ηµ4x = 2ηµ (10x)/2 συν (2x)/2   ⇔

⇔   ηµ6x + ηµ4x = 2ηµ(10x)/2 συν(2x)/2   ⇔

⇔   ηµ6x + ηµ4x = 2ηµ5xσυνx

β) Έχουµε:

ηµ6x + ηµ4x + 4ηµ5x = 0   ⇔   2ηµ5xσυνx + 4ηµ5x = 0   ⇔
⇔   2ηµ5x(συνx + 2) = 0 (1)

Από την ισότητα (1) προκύπτει ότι:

i) συνx + 2 = 0   ⇔   συνx= -2   (αδύνατη)

ii) ηµ5x = 0   ⇔   ηµ5x = ηµ0   ⇔   5x = 2κπ   ή   5x = 2κπ + π   ⇔

⇔   5x = 2κπ   ή   5x = (2κ + 1)π   ⇔   5x = κπ  ⇔  x = (κπ)/5   µε κ ∈
Ζ.
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Ζήτηµα 4ο

Αν Α είναι η τιµή αγοράς του Η/Υ και Β το οφειλόµενο υπόλοιπο, τότε θα
έχουµε ότι: Α = 120 + Β σε χιλ. δρχ.
Έστω τώρα α1 η πρώτη δόση, α2 η δεύτερη δόση, …, και α10 η δέκατη δόση.
Τότε θα έχουµε:
α1

α2 = α1 + ω
………………..
α10 = α9 + ω

δηλαδή µια αριθµητική πρόοδο µε πρώτο όρο α1 και διαφορά ω.

α) Το ποσό της πρώτης δόσης είναι ο πρώτος όρος α1 της αριθµητικής
προόδου. Από την υπόθεση έχουµε ότι α4 = 48 χιλιάδες δρχ. Εποµένως:

α4 = α1 + 3ω   ⇔   48 = α1 + 3ω   ⇔   α1 = 48 – 3ω χιλιάδες δρχ.

β) Έστω Α χιλιάδες δρχ. η τιµή αγοράς του υπολογιστή. Η τιµή αγοράς Α
θα είναι ίση µε Α = 120 + S10 χιλιάδες δρχ., όπου S10 είναι το άθροισµα
των 10 πρώτων όρων της αριθµητικής προόδου (δηλαδή το άθροισµα
των 10 δόσεων) και το 120 είναι οι 120 χιλιάδες δρχ. που δώσαµε ως
προκαταβολή. Άρα:

Α = 120 + S10  ⇔  Α = 120 + (10/2) (2α1 + 9ω)  ⇔

⇔  Α = 120 + 5(2α1 + 9ω)  ⇔  Α = 120 + (10α1 + 45ω)  ⇔

⇔  Α = 120 + 10(48 – 3ω) + 45ω  ⇔  Α = 120 + 480 – 30ω + 45ω  ⇔

⇔  Α = 600 + 15ω χιλιάδες δρχ.

γ) Επειδή η τιµή της αγοράς του υπολογιστή είναι µεγαλύτερη από 620
χιλιάδες δρχ. και µικρότερη από 640 χιλιάδες δρχ. θα έχουµε ότι:

620 < Α < 640   ⇔   620 < 600 + 15ω < 640   ⇔

⇔   620 – 600 < 15ω < 640 – 600   ⇔   20 < 15ω < 40   ⇔
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Και επειδή ο ω είναι ακέραιος, προκύπτει ότι:

ω = 2 χιλιάδες δρχ.

δ) Η τελευταία δόση είναι η δέκατη, δηλαδή ο δέκατος όρος α10 της
αριθµητικής προόδου θα είναι:

α10 = α1 + 9ω   ⇔   α10 = 48 - 3ω + 9ω   ⇔   α10 = 48 + 6ω   ⇔
⇔   α10= 48 + 6 • 2   ⇔   α10 = 60 χιλιάδες δρχ.

ε) Επειδή είναι ω = 2 χιλιάδες δρχ., έχουµε:

Α = 600 + 15ω   ⇔   Α = 600 + 15 • 2   ⇔ Α = 600 + 30   ⇔
⇔   Α = 630 χιλιάδες δρχ.


