
Τα κοινα σηµεία τως γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων συναρτήσεων

΄Εστω f : D(f) → R µία αντιστρέψιµη συνάρτηση για την οποία υποθέτουµε ότι ισχύει

D(f) ∩D(f−1) 6= ∅

΄Εστω επίσης x0 ∈ D(f) ∩D(f−1).
Θα προσδιορίσουµε ποιά είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε οι δύο αντίστροφες συναρ-

τήσεις f, f−1
να είναι ίσες στο σύνολο Α={x0}. Η συνάρτηση f απεικονίζει το x0 στο f(x0).Επειδή

περιορίσαµε την f στο σύνολο A = {x0} τότε απο τον ορισµό της αντίστροφης,η συνάρτηση f−1

περιορίζεται υποχρεωτικά στο σύνολο f (A) = {f(x0)}1
. Εποµένως οι ύο αντίστροφες συναρτήσεις

είναι µεταξύ τους ίσες αν και µόνο αν x0 = f(x0).
Αλλά η ισότητα των δύο συναρτήσεων f, f−1

στο σύνολο A = {x0} είναι ταυτόσηµη µε το γεγονός

ότι το σηµείο M (x0, f(x0)) ή M(x0, x0) είναι κοινό σηµείο των γραφικών τους παραστάσεων.

Συµβολίζουµε µε Κ την ένωση των µονοσυνόλων B = {x0}µε x0 ∈ D(f) ∩D(f−1) στα οποία οι

δύο αντίστροφες συναρτήσεις είναι ίσες.Προφανώς είναι

K = {x ∈ D(f) : f(x) = x}

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

1. Το σύνολο K = {x ∈ D(f) : f(x) = x} έχει τις ιδιότητες :

• K ⊆ D(f) ∩D(f−1)

• f(x) = f−1(x) = x ∀x ∈ K

• Είναι το ευρύτερο υποσύνολο του D(f)∩D(f−1) στο οποίο οι δύο αντίστροφες συναρτήσεις

είναι ίσες.

2. Το σύνολο των κοινών σηµείων των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων συναρτήσεων

είναι το

CK = {M(x, f(x)) : x ∈ K} = {M(x, x) : x ∈ K}

3. Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων συναρτήσεων ϐρίσκονται µόνο

πάνω πάνω στη διχοτόµο y = x

4. K = D(f) ⇔ f(x) = x ∀x ∈ K = D(f) που σηµαίνει ότι η µόνη συνάρτηση που είναι ίση µε

την αντίστροφή της είναι η ταυτοτική.

ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΣΗ

Το ϑέµα της αντιστροφής µιας συνάρτησης είναι ένα πρόβληµµα γραµµικού µετασχηµατισµού του

συνόλου R2
µε πίνακα µετασχηµατισµού τον

A =

(
0 1
1 0

)
1
Αυτό συµβαίνει διότι πρέπει και οι δύο περιορισµοί να είναι αντίστροφες µεταξύ τους συναρτήσεις.
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Συγκεκριµένα πρόκειται για τον γραµµικό µετασχηµατισµό

R2 3 (x, y) → (y, x) ∈ R2

Το σύνολο των αναλλοίωτων σηµείων του µετασχηµατισµού είναι το K = {(x, x) : x ∈ R}
2
.Προφανώς τα στοιχεία του συνόλου αυτού απεικονίζονται στα σηµεία της ευθείας y = x.Αυτό ση-

µαίνει ότι τα ανναλοίωτα σηµεία των συνόλων Cf , Cf−1
3

είναι αυτά για τα οποία ισχύει (x, f(x)) ∈
K,δηλαδή είναι f(x) = x που σηµαίνει ότι ανήκουν στην ευθεία y = x.

2
Αυτό ϕαίνεται αµέσως αν σκεφτούµε ποιά είναι τα σηµεία του επιπέδου που δεν µεταβάλλονται από τον µετασχηµατισµό.Είναι ακριβώς εκείναι

που έχουν ίσες συντεταγµένες.

3
∆ηλαδή των γραφικών παραστάσεων των f, f−1
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