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                       ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
                                                ΦΥΣΙΚΗΣ Γ’ΛΥΚΕΙΟΥ 
                                     (Θετικής-Τεχνολογικής κατεύθυνσης ) 
 
 
 
        1. Υλικό σηµείο, µάζας m=10g εκτελεί απλή, αρµονική ταλάντωση, µε ρυθµό 120 
ταλ./min. Η µέγιστη ( απόλυτη ) τιµή του ρυθµού µεταβολής της ταχύτητας του υλικού 
σηµείου είναι 16m/s2 και για 1η φορά το υλικό σηµείο αποκτά τιµή ίση µε το µισό αυτής τη 
χρονική στιγµή t=1/16s και ενώ αποµακρύνεται από τη θέση ισορροπίας της ταλάντωσής 
του. Να βρεθούν: 
        α) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο. 
        β) Αν τη στιγµή t=1/16s ασκήσουµε στιγµιαία δύναµη στο υλικό σηµείο, κατά τη 
διεύθυνση της ταλάντωσής του, έτσι ώστε να ελαττωθεί το µέτρο της ορµής του κατά 50%, 
πόσο θα είναι το νέο πλάτος της ταλάντωσης;  
        γ) Ο ρυθµός µεταβολής της δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης του υλικού σηµείου τη 
στιγµή αµέσως µετά την άσκηση της στιγµιαίας δύναµης του ερωτήµατος β). 
          ∆ίνεται: π2=10. 
 
 
          Λύση: 
 
        α) Η ζητούµενη εξίσωση θα είναι της µορφής x=Aηµ(ωt+φο)    ( 1 ) 

          Εύκολα βρίσκουµε ότι: 
N 120 .f 2Hz
t 60s

ταλ
= = =    άρα ω=2πf=4π r/s  ( 2 )  

          Επίσης, ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας, δηλαδή η επιτάχυνση του υλικού σηµείου, έχει 

µέγιστη τιµή αmax=ω2Α , από την οποία βρίσκουµε ότι 
2

max
2 2 2

16m / sA 0,1m
16 r / s

α
= = =

ω π
 ( 3 ) 

          Οταν το υλικό σηµείο έχει επιτάχυνση, κατ’ απόλυτη τιµή ίση µε το µισό της µέγιστης 
διέρχεται από σηµείο µε αποµάκρυνση x=± A/2, αφού 2

maxα = ω Α . ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω 
περιπτώσεις: 
 
        i) x=A/2: Tότε έχουµε υ>0, αφού το υλικό σηµείο αποµακρύνεται από τη θέση ισορροπίας του, 
όπως φαίνεται στην παρακάτω απεικόνιση της ευθείας της ταλάντωσης: 
 
 
                            x= -A                                          x=0               x=A/2             x=+A 
 
 
                                                                                                            u>0 
 
          Αντικαθιστώντας στην ( 1 ) έχουµε: 

                   x A / 2,t 1/16s A 1 1(1) A (4 t ) (4 )
2 16 2 6

= =
ο ο

π
⎯⎯⎯⎯⎯→ = ηµ π + φ → ηµ π + φ = = ηµ →  

            
2   ( )

4 6
52   (β)

4 6

ο

ο

π π⎧ + φ = κπ + α⎪⎪
⎨π π⎪ + φ = κπ +
⎪⎩

Eπειδή τη στιγµή αυτή έχουµε υ>0 θα πρέπει και   

                      0
4 ο
π⎛ ⎞συν + φ >⎜ ⎟

⎝ ⎠
,άρα δεκτή γίνεται η λύση ( α ), οπότε τελικά έχουµε: 
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                          1 , 02 2
4 6 12 12

η κ=
ο ο ο

π π π π
+ φ = κπ + → φ = κπ − ⎯⎯⎯→φ = −   ( 4 ) 

 

          Τελικά:                    (2)(3)(4)(1) x 0,1 4 t (SI)
12
π⎛ ⎞⎯⎯⎯⎯→ = ηµ π −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
 
       ii) x=-A/2: Tότε έχουµε υ<0 , όπως φαίνεται και πάλι από την ευθεία της ταλάντωσης: 
 
 
                            x=-A              x=-A/2               x=0                                      x=+A 
 
 
                                               u<0 
          Η ( 1 ) γράφεται: 

      
A 1 7 1 7A (4 t ) (4 t ) 4
2 2 6 16 6ο ο ο

π π⎛ ⎞− = ηµ π + φ → ηµ π + φ = − = ηµ → ηµ π + φ = ηµ →⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        

72  (γ)
4 6

2    (δ)
4 6

ο

ο

π π⎧ + φ = κπ +⎪⎪
⎨π π⎪ + φ = κπ −
⎪⎩

 

 
          Eπειδή τη στιγµή αυτή έχουµε υ<0 δεκτή γίνεται η λύση (γ) ( δίνει αρνητικό συνηµιτόνο ), 
οπότε: 

                                07 7 112
4 6 6 4 12

κ=
ο ο

π π π π π
+ φ = κπ + ⎯⎯⎯→φ = − =  

          Tελικά: 

                                         
11(1) x 0,1 4 t (SI)
12
π⎛ ⎞→ = ηµ π +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
 
        β) Αν λόγω της στιγµιαίας εφαρµογής της δύναµης ελαττωθεί στο µισό η ορµή του υλικού 
σηµείου (p=mu), αυτό συνεπάγεται αντίστοιχη ελάττωση της ταχύτητας ταλάντωσης στη θέση αυτή. 
Οµως, στη θέση αυτή το υλικό σηµείο διέρχεται µε ταχύτητα  

                     
1 1u 4 4 0,1 0,4 0,2  m/s

16 12 6 2
π π⎛ ⎞= ωΑσυν π − = π ⋅ συν = π ⋅ = π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ή  

                      
1 11 7 1u 4 0,2  m/s

16 12 6 2
π π⎛ ⎞= ωΑσυν π + = ωΑσυν = −ωΑ = − π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

          Αρα, η ταχύτητά του µετά την εφαρµογή της δύναµης θα είναι υ’=u/2=± 0,1π m/s. To νέο 
πλάτος ταλάντωσης υπολογίζεται εύκολα, στη συνέχεια, µε εφαρµογή της Α∆ΕΤ: 

           2 2 21 1 1A : K U U m ΄ Dx 0 DA'
2 2 2αρχ αρχ τελ τελ∆ΕΤ + = Κ + → υ + = + →  

          
' 2 2

x A / 22 2 '2 2 2 2 2
2 2

0,01m x m m ' ' x A ' (0,05) 0,056m
16

=±υ π
ω + υ = ω Α → Α = + ⎯⎯⎯⎯→ = + =

ω π
 

 
        γ) Ο ρυθµός µεταβολής της δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης δίνεται απο την ακόλουθη 
γενική σχέση: 
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              ( ) 2F F dxdU dK dW F u Dx u Dxu m xu
dt dt dt dt

Σ
⋅

= − = − = − = − ⋅ = − − = = ω∑ ∑  

          Θέτοντας στην πιο πάνω σχέση x=
A
2

±  και u=u’=± 0,1π m/s τελικά παίρνουµε: 

          ( )
2

2 2 2 3
2

dU r mm ΄ 10 kg 4 0,05m 0,1 2 10 J / s
dt 2 s s

− −Α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ω ± υ = ⋅ π ⋅ ± ⋅ ± π = ± π ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
                   
        2. Κατακόρυφο ελατήριο, σταθεράς k=200N/m, έχει στο κάτω άκρο του στερεωµένο 
σώµα µάζας M=5kg και στο άνω άκρο του ισορροπεί επίσης στερεωµένο, άλλο σώµα µάζας 
m=3kg. To σώµα µάζας Μ είναι τοποθετηµένο σε οριζόντιο δάπεδο, όπως φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα: 
                                                                      m 
                                        
 
                                                                        k 
 
                                                                      M 
 
 
 
          Κάποια στιγµή, το σώµα µάζας m, εκρήγνυται και διασπάται σε δύο τµήµατα Α και Β, 
µε µάζες mA=2mB. Tο τµήµα Α, αµέσως µετά τη διάσπαση, παραµένει δεµένο στο ελατήριο, 
και κινείται κατακόρυφα προς  τα κάτω, συσπειρώνοντας το ελατήριο κατά 10cm επιπλέον 
της αρχικής του συσπείρωσης. Να βρείτε: 
        α) Αν το σώµα µάζας Μ θα χάσει την επαφή του µε το δάπεδο κατά τη διάρκεια της 
ταλάντωσης του τµήµατος Α. 
        β) Το µέγιστο ύψος πάνω από την αρχική θέση ισορροπίας του σώµατος µάζας m, στο 
οποίο θα φτάσει το τµήµα Β. 
        γ) Τη γραφική παράσταση σε συνάρτηση µε το χρόνο, της δύναµης επαφής που 
δέχεται από το οριζόντιο δάπεδο, το σώµα µάζας Μ. Θεωρείστε ως χρονική στιγµή t=0 αυτή 
κατά την οποία το τµήµα Α µηδενίζει για 1η φορά την ταχύτητά του.  
          ∆ίνεται: g=10m/s2 και θετική φορά η προς τα επάνω. 
 
          Λύση:                                                    (u=0) 
                                                                                        B                                     (υ=0) 
        α)    ΘΦΜ                                                   υΒ                                                                                                     ΘΠ 
                                         Fελ1                                                                  Fελ,2       Α                      (+) 
                       ∆L1                       hmax   Β         mB                                        ∆L2                                       
                ΑΘΙ          m        (υ=0)         Α         mA                                              x                                                         ΤΘΙ 
                                                                                                                mAg 
                               mg                                       υΑ     ∆Lmax                                                      Α               Fελ,max 
                ΘΠ                                                                                (u=0) 
                                                                                       (t=0)                                      Ν 
                                 M 
 
 
 
                                                                                                                                             Μg 
           
          Οπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα, το σώµα βρίσκεται αρχικά σε µια αρχική θέση 
ισορροπίας ( ΑΘΙ ), όπου το ελατήριο είναι συσπειρωµένο κατά ∆L1, το οποίο και υπολογίζουµε: 

          
2

,1 1 1
mg 3kg 10m / sF 0 F mg k L mg L 0,15m
k 200N / mελ

⋅
= → = → ∆ = → ∆ = = =∑  
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          Μετά τη διάσπαση, το τµήµα µάζας Α θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση, γύρω από µια 
τελική θέση ισορροπίας ( ΤΘΙ ), στην οποία η συσπείρωση ∆L2 του ελατηρίου θα είναι:      

            
2

A
,2 A 2 A 2

m g 2kg 10m / sF 0 F m g k L m g L 0,1m
k 200N / mελ

⋅
= → = → ∆ = → ∆ = = =∑          

 
          Συνεπώς, έχουµε µια µετατόπιση της θέσης ισορροπίας κατά x=∆L1-∆L2=0,05m. Oµως, από 
το σχήµα είναι προφανές ότι το πλάτος ταλάντωσης Α θα είναι ίσο µε 
Α=x+∆Lmax=0,05m+0,1m=0,15m. 
          To σώµα µάζας Μ δέχεται από το ελατήριο τη µέγιστη δυνατή δύναµη ( Fελ,max ) µε φορά 
προς τα επάνω ( µόνο έτσι είναι δυνατόν να χάσει την επαφή του µε το δάπεδο ), όταν το σώµα 
µάζας m βρίσκεται στην άνω ακραία θέση ( βλ. σχήµα ). Τότε θα έχουµε: 

                     ( ) ( )2'
max,max 2

NF k L k A L 200 0,15m 0,1m 0,5N
mελ = ⋅ ∆ = ⋅ − ∆ = ⋅ − =  

          To σώµα θα έχανε την επαφή του µε το δάπεδο αν Ν=0, δηλαδή αν Fελ,max>Μg, γεγονός που 
δεν ισχύει αφού Mg=50N, άρα δεν θα έχουµε απώλεια επαφής. 
 
        β) Υπολογίζουµε πρώτα την ταχύτητα υΑ, του τµήµατος Α, αµέσως µετά τη διάσπαση, µε 
εφαρµογή της αρχής διατήρησης της ενέργειας ταλάντωσης ( Α∆ΕΤ ): 

               ( )

2 2 2 2 2 2
A A A A

2 3 2
2 2

A
A

1 1 1A ( ) : m u Dx DA m u kx kA
2 2 2

N200 0,0225m 2,5 10 mk(A x ) mu 2m / s
m 2kg

−

∆ΕΤ ΑΘΙ →ΘΠ + = → + = →

− ⋅−
= = =

 

 
          Στη συνέχεια, η αρχή διατήρησης της ορµής ( A∆Ο ), κατά τη διάσπαση, µας δίνει την 
ταχύτητα uB αµέσως µετά τη διάσπαση: 

            A A
A A B B B A

B

m uA : p p 0 m u m u u 2u 2 2m / s
mαρχ τελ∆Ο = → = − → = = =  

          Τέλος, η αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας ( Α∆ΜΕ ) για την κίνηση του τµήµατος Β 
µας δίνει:                

   
2 2 2

2 B
B B B max max 2

1 u 8m / s: U U m u m gh h 0,4m
2 2g 20m / sαρχ αρχ τελ τελΑ∆ΜΕ Κ + = Κ + → = → = = =  

 
        γ) Η συνθήκη ισορροπίας για το σώµα µάζας Μ µας δίνει: 
 
                                    F 0 F g N Mg F   ( 1 )ελ ελ= → + Ν = Μ → = −∑  
 
          Για το σώµα Α, όµως η συνθήκη εκτέλεσης α.α.τ µας δίνει: 
                                    A AF Dx F m g kx F m g kx  ( 2 )ελ ελ= − → − − = − → = − +∑  
 
                                    ( )(2)

A A(1) N Mg m g kx (M m )g kx⎯⎯→ = − − + = + −  ( 3 ) 
         
          H εξίσωση της αποµάκρυνσης θα είναι της µορφής x=Aηµ(ωt+φο)  ( 4 ) 
          H κυκλική συχνότητα ω υπολογίζεται εύκολα: 
 

                                     
A

k 200N / m 10r / s
m 2kg

ω = = =   ( 5 ) 

 
          Τέλος, υπολογίζουµε την αρχική φάση: 
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       t 0
ox A 0

323 32(4) A A 1
2 22

2

ο
= ισοδ

ο ο=− κ=

ο

π⎧φ = κπ +⎪π π⎪⎯⎯⎯→− = ηµφ → ηµφ = − = ηµ → ⎯⎯⎯→φ =⎨ π⎪φ = κπ −
⎪⎩

 (6) 

                                  (5)(6) 3(4) x 0,15 10t (SI)
2
π⎛ ⎞⎯⎯⎯→ = ηµ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
          Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στην ( 3 ) τελικά παίρνουµε:  

                             
3 3N 70 200 0,15 (10t ) 70 30 (10t )(SI)
2 2
π π

= − ⋅ ηµ + = − ηµ +         

 
         H γραφική παράσταση της παραπάνω συνάρτησης είναι η ακόλουθη: 
 
                        Ν(Ν) 
                        
                         100 
 
 
 
                                                                                                 
 
                            40 
 
 
          
                                                0,1π             0,2π            0,3π                                    t (s) 
 
 
 
        3. ∆ίνεται το ηλεκτρικό κύκλωµα του παρακάτω σχήµατος: 
 

                                      Λ                              ∆3                            ∆2 
 
                                                                                      ∆1 
                                                     R1 
                       Ε,r 
 
                                                                                    L                           C 
 
                                                     R2 
 
 
 
                                     
          Η πηγή έχει ΗΕ∆ Ε=60V και άγνωστη εσωτερική αντίσταση r, οι αντιστάσεις έχουν 
τιµές R1=8Ω και R2=10Ω ενώ ο λαµπτήρας Λ έχει ενδείξεις κανονικής λειτουργίας ΄΄40V-
40W΄΄. Το πηνίο έχει συντελεστή αυτεπαγωγής L=0,01H και αµελητέα εσωτερική αντίσταση 
και ο πυκνωτής έχει χωρητικότητα C=10mF. Αρχικά ο διακόπτης ∆1 είναι ανοιχτός και οι 
διακόπτες ∆2 και ∆3 είναι κλειστοί και ο λαµπτήρας λειτουργεί κανονικά. Τη στιγµή t=0 
κλείνουµε το διακότπη ∆1 και ταυτόχρονα ανοίγουµε τον ∆3. Να βρεθούν: 
        α) Το αρχικό φορτίο του πυκνωτή πριν το άνοιγµα του διακόπτη ∆3 και η εσωτερική 
αντίσταση της πηγής. 
        β) Οι εξισώσεις του φορτίου του πυκνωτή και της έντασης του ρεύµατος που θα 
διαρρέει το πηνίο, σε συνάρτηση µε το χρόνο, από τη στιγµή t=0 και µετά. 
         



 

Φροντιστήριο                                                                               Κοϊνάκης Γιώργος 

6

 
        γ) Ο ρυθµός µεταβολής της έντασης του ρεύµατος που διαρρέει το πηνίο τη χρονική 
στιγµή t1, αν στο χρονικό διάστηµα από t=0 µέχρι t=t1 στην αντίσταση R1 έχει αναπτυχθεί 
θερµική ενέργεια ίση µε 60π mJ. 
        δ) Η γραφική παράσταση της ενέργειας του ηλεκτρικού πεδίου του πυκνωτή σε 
συνάρτηση µε την ένταση του ρεύµατος που διαρρέει το πηνίο. 
        ε) Ο ρυθµός µεταβολής της ενέργειας του ηλεκτρικού πεδίου του πυκνωτή, κάποια 
στιγµή που η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου του πυκνωτή έχει τιµή ίση µε το µισό της 
µέγιστης δυνατής. 
 
          Λύση: 
 
        α) Με το διακόπτη ∆1 ανοιχτό και τους ∆2, ∆3 κλειστούς , το κύκλωµα –πλην του πηνίου- 
διαρρέεται από σταθερό ρεύµα έντασης Ι, όπως φαίνεται στο παρακάτω κύκλωµα ( ο πυκνωτής 
έχει φορτιστεί µε την πολικότητα που φαίνεται και λειτουργεί πλέον ως ανοιχτός διακόπτης οπότε 
στον κλάδο του δεν έχουµε διέλευση ρεύµατος ): 
 

                                          Λ  
                                                                Κ               ∆3                            ∆2                               
 
                                           Ι                                                  ∆1 
                                                         R1 
                         E,r                                                                                   + 
                                                                                                                 _ 
                                                       Ι                                L                            C 
                                                
                                                         R2 
                                         Ι 
 
                                                               Μ 
 
          Yπολογίζουµε πρώτα την εσωτερική αντίσταση του λαµπτήρα Λ, από τα στοιχεία κανονικής 
λειτουργίας: 

                                                            
2VR 40

P
Λ

Λ
Λ

= = Ω  

          Αφού ο λαµπτήρας λειτουργεί κανονικά, θα διαρρέεται από το ρεύµα κανονικής λειτουργίας 
δηλαδή θα ισχύει: 

                                                             
P 1
V
Λ

Λ
Λ

Ι = Ι = = Α  

          Oι οπλισµοί του πυκνωτή είναι συνδεδεµένοι µε τα σηµεία Κ και Μ του κυκλώµατος, οπότε θα 
ισχύουν τα εξής: 
                                      ( )c KM 1 2V V I R R 1A 18 18V= = + = ⋅ Ω =  
 
          Aρα, το ζητούµενο φορτίο του πυκνωτή θα είναι Q=CVc=10mF 18V=180mC=0,18C 
 
          Εφαρµόζοντας, τέλος , το νόµο του Ohm στο κλειστό κύκλωµα έχουµε: 

                            1 2
1 2

E Er R R R 2
R r R R R I Λ

ολ Λ

Ε
Ι = = → = − − − = Ω

+ + +
 

           
        β) Με το άνοιγµα του διακόπτη ∆3 και το κλείσιµο του ∆1 θα αρχίσει να εκτελείται αµείωτη 
ηλεκτρική ταλάντωση στο σχηµατιζόµενο κύκλωµα L-C έχοντας τον πυκνωτή πλήρως φορτισµένο 
τη στιγµή t=0. Οι ζητούµενες εξισώσεις θα είναι της γνωστής µορφής: 
                                           q Q t ( 1 )  και  i=-Iηµωt  ( 2 )= συνω  
          Yπολογίζουµε πρώτα την κυκλική συχνότητα ω: 
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2 3

1 1 100r / s
LC 10 H 10 10 mF− −

ω = = =
⋅ ⋅

   ( 3 ) 

 
          Αρα: I=ωQ=100r/s 180 10-3C=18 A  ( 4 ) 
          Τελικά έχουµε: 
                                           (3)(1) q 0,18 100t (SI)⎯⎯→ = συν  

                                    (4)(2) i 18 100t  (SI)⎯⎯→ = − ηµ  
 

        γ) Βρίσκουµε πρώτα τη χρονική στιγµή t1, εφαρµόζοντας το νόµο του Joule στον αντιστάτη R1: 

                                  1

1

R2
R 1 1 1 2 2

1

W 0,06  JW I R t t 7,5   ms
I R 1A 8

π
= → = = = π

⋅ Ω
 

          Στη συνέχεια βρίσκουµε την ΗΕ∆ αυτεπαγωγής: 

          E B
E B E B C L

dU dU: U U . dU dU 0 0 P P 0
dt dt

Α∆ΕΤ + = Ε = σταθ → + = → + = → + = →                     

          t 7,5  ms
C L L C 2

q 0,18 100tV i V i 0 V V 18 100t
C 10 F

= π
−

συν
+ = → = − = − = − = − ⋅συν ⎯⎯⎯⎯→  

           L
3V 18 (0,75 ) 18 18 9 2V
4 4
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − συν π = − συν = − −συν =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
          Τελικά, από το νόµο της αυτεπαγωγής του Faraday παίρνουµε: 

                                 L
L 2

di di V 9 2VV L 900 2A / s
dt dt L 10 H−= − → = − = − = −     

 

        δ) 2 2 2 2 2
E B E B B,max B

1 1 1 1U U E U E U U U LI Li 10 18 10 i
2 2 2 2

− −+ = → = − = − = − = − →  

                                                     2 3 2
BU 9 10 5 10 i− −= ⋅ − ⋅ ⋅      

 
          H τελευταία συνάρτηση παριστάνει την παραβολή που ακολουθεί: 
         
                                                            UB (J) 
 
                                                             9 10-2 
 
 
 
 
 
 
                                 -18                                                                   18            i (A) 
  

     
        ε) Ο ζητούµενος ρυθµός µεταβολής γράφεται: 

                                                           E
c c

dU P V i
dt

= =       ( 1 ) 

          Τη στιγµή που η ένταση E του ηλεκτρικού πεδίου είναι η µισή της µέγιστης, θα είναι 

αντίστοιχα ίση µε τη µισή της µέγιστης και η τάση Vc, αφού ισχύει η σχέση 
VE
l

= . Τη στιγµή 

εκείνη η ένταση i του ρεύµατος στο πηνίο υπολογίζεται µε Α∆ΕΤ: 
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2

2 2 2 c,max 2 2
E B c c,max c.max

V1 1 1U U E CV Li CV C Li CV
2 2 2 2

⎛ ⎞+ = → + = → + = →⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                       

2
2 c,max
c,max 2

2 c,max c,max

V
C V

4 3CV V 3Ci i
L 4L 2 L

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= = → = ±   ( 2 ) 

 
          Αντικαθιστώντας τη ( 2 ) στην ( 1 ) παίρνουµε: 
 

            
2 2 2

c,maxE c.max
2 4 2

VdU V 3C Q 3C 3,24 10 3 10 81 3W
dt 2 2 L 4C L 4 10 10

− −

− −

⎛ ⎞ ⋅ ⋅
= ± = ± = ± = ±⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠

 

  
 
        4. Υλικό σηµείο Ο, εκτελεί απλή, αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση αποµάκρυνσης 
y=Ασυν10πt (SI), κατά µήκος κατακόρυφου άξονα y’Oy. Η ταλάντωση έχει ως αποτέλεσµα 
τη δηµιουργία και διάδοση εγκάρσιου, αρµονικού κύµατος, κατά µήκος του άξονα x’Ox, 
κάθετου στον y’Oy. Το κύµα διαδίδεται κατά τη θετική φορά του άξονα x’Ox µε ταχύτητα 
υ=0,5m/s. Στο παρακάτω διάγραµµα παριστάνεται γραφικά, σε συνάρτηση µε την 
αποµάκρυνση, η επιτάχυνση της ταλάντωσης του υλικού σηµείου: 
 
                                                                   α (m/s2) 
 
                                                                           100 
 
 
 
 
 
                                                 -A                                            +A           y 
 
 
 
   
                                                                  -100 
 
 
          Να βρεθούν: 
        α) Η εξίσωση του παραγόµενου κύµατος. 
        β) Το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή κατά την οποία το υλικό σηµείο 
διέρχεται για 2η φορά από τη θέση ισορροπίας της. 
        γ) Ποια σηµεία του άξονα x’Ox έχουν τη χρονική στιγµή του ερωτήµατος β) κινητική 
ενέργεια ταλάντωσης ίση µε το µισό της µέγιστης τιµής της. 
        δ) Η γραφική παράσταση της δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης, σε συνάρτηση µε 
το χρόνο, ενός σηµείου Σ, µάζας m=1g, του άξονα x’Ox το οποίο είναι το τρίτο σε συµφωνία 
φάσης µε το σηµείο Ο.  
 
          Λύση: 
 
        α) Η εξίσωση αποµάκρυνσης της πηγής γράφεται: y=Aσυνωt=Aηµ(ωt+π/2), άρα υπάρχει 
αρχική φάση φο=π/2. Επίσης, από την εξίσωση είναι προφανές ότι ω=10π r/s απ΄όπου βρίσκουµε 
Τ=2π/ω=0,2s και µέσω της θεµελιώδους εξίσωσης της κυµατικής προκύπτει και το µήκος κύµατος 
λ: 

                                            
0,5m / sf 0,1m

f 1/ 0,2s
υ

υ = λ → λ = = =  
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          Το πλάτος Α της ταλάντωσης των σηµείων προκύπτει µέσω της γραφικής παράστασης α-y 
από την οποία φαίνεται ότι: 

                             
2

2 max
max 2 2 2 2

100m / s 0,1m
100  r / s

α
α = ω Α→ Α = = =

ω π
 

 
          Τελικά, η ζητούµενη εξίσωση του κύµατος είναι: 

                          ( )t xy A 2 0,1 2 5t 10x (SI)
T 2ο

π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= ηµ π − + φ = ηµ π − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

 
        β) Βρίσκουµε πρώτα τη χρονική στιγµή κατά την οποία το υλικό σηµείο Ο διέρχεται από τη 
θέση ισορροπίας του για 2η φορά:              

          ( )y 0y A t 0 A t t t 2 4 1
2 2 2

= π π π
= συνω ⎯⎯→ = συνω → συνω = συν → ω = κπ ± = κ ± →  

        ( ) 2
1

3 2 3 3Tt 2 1 t t t 0,15s
2 2 2 4

η
ν=

π π π π
ω = ν + ⎯⎯→ω = → = → = =

Τ
  

          Στη συνέχεια, υπολογίζουµε τη µέγιστη απόσταση στην οποία έχει διαδοθεί το κύµα µέχρι την 
παραπάνω χρονική στιγµή, επιλύοντας την εξίσωση φ=0: 
        

( ) ( )0
max maxt 0,15s2 5t 10x 0 2 5 0,15 10x 0 1,5 20 x

2 2 2
φ=
=

π π π
φ = π − + ⎯⎯⎯→ = π ⋅ − + → = π − π ⋅ + →  

                                                              xmax=0,1m 
 
          Συγκρίνοντας την απόσταση αυτή µε το µήκος κύµατος είναι προφανές ότι xmax=λ , οπότε το 
ζητούµενο στιγµιότυπο είναι το παρακάτω: 
 
                                         y (m) 
                                              0,1 
                                                                                            υ 
 
 
                                                                            0,1                          x (m) 
 
 
                                            -0,1 
 
        γ) Βρίσκουµε πρώτα την αποµάκρυνση y της ταλάντωσης των ζητούµενων σηµείων:                     

            2 2max maxK E E U 1 1 1 A 2K E U U Dy DA y
2 2 2 2 2 2 2 2

= → − = → = = → = ⋅ → = ±  

          Στη συνέχεια, αντικαθιστούµε τις παραπάνω τιµές στην εξίσωση του κύµατος και την 
επιλύουµε ως προς x, έχοντας υπ’ όψην τον περιορισµό ότι στη δεδοµένη χρονική στιγµή το κύµα 
δεν έχει διαδοθεί πέρα από το σηµείο µε τετµηµένη xmax=0,1m: 

          ( ) ( )A 2( ) : A 2 5t 10x 2 5t 10x
2 2 2 4

π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = ηµ π − + → ηµ π − + = ηµ →⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   

( )

( )

t 0,15s

t 0,15s

2 5t 10x 2 10t 20x 0,5 2 0,25 x 0,0875 ( α )
2 4 10

32 5t 10x 2 10t 20x 0,5 2 0,75 x 0,0625  ( β )
2 4 10

=

=

π π κ⎧ π − + = κπ + → − + = κ + ⎯⎯⎯→ = −⎪⎪
⎨ π π κ⎪ π − + = κπ + → − + = κ + ⎯⎯⎯→ = −
⎪⎩
 
          Οι ( α ) και ( β ) για κ=0 δίνουν: x1=0,0875m και x2=0,0625m ( δεκτές ) 
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     ( ) ( )A 2 2 5( ) : A 2 5t 10x 2 5t 10x
2 2 2 2 4

π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = ηµ π − + → ηµ π − + = − = ηµ →⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

     
( )

( )

52 5t 10x 2 10t 20x 0,5 2 1,25 x 0,0375  ( γ )
2 4 10

2 5t 10x 2 10t 20x 0,5 2 0,25 x 0,1125  ( δ )
2 4 10

π π κ⎧ π − + = κπ + → − + = κ + → = −⎪⎪
⎨ π π κ⎪ π − + = κπ − → − + = κ − → = −
⎪⎩

 

 
          Η λύση ( γ ) µας δίνει αποδεκτή τιµή για κ=0, x=0,0375m ενώ η λύση ( δ ) δίνει αποδεκτή τιµή 
για κ=1, x=0,0125m. 
          Συνολικά, τα ζητούµενα σηµεία είναι τέσσερα στις θέσεις: 
                                x1=0,0125m, x2=0,0375m, x3=0,0625m και x4=0,0875m. 
 
        δ) ∆ύο σηµεία σε συµφωνία φάσης έχουν ∆φ=2κπ, άρα απέχουν µεταξύ τους απόσταση 
∆x=κλ ( αποδεικνύεται πολύ εύκολα και παραλείπουµε την απόδειξη για να ....κάνετε κι εσείς κάτι...) 
          Το τρίτο σηµείο σε  συµφωνία  φάσης  µε  το Ο  θα βρίσκεται, κατά συνέπεια στη  θέση  x=2λ 
( προκύπτει για κ=2 από τη σχέση ∆x=κλ ), άρα x=0,2m. Αντικαθιστώντας την τιµή αυτή στην 
εξίσωση του κύµατος βρίσκουµε την εξίσωση αποµάκρυνσης της ταλάντωσης του σηµείου αυτού: 
          

( ) ( ) ( )x 0,2my 0,1 2 5t 10x y 0,1 2 5t 2 0,1 10 t 3,5 (SI)
2 2

=π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ηµ π − + ⎯⎯⎯→ = ηµ π − + = ηµ π − π⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 
          H ζητούµενη δυναµική ενέργεια θα δίνεται από τη σχέση:   

                    
2

2 2 2 3 2 2
2

1 1 1 rU Dy m y 10 kg 100 0,01 (10 t 3,5 )
2 2 2 s

−= = ω = ⋅ π ⋅ ηµ π − π →  

                                                  ( )3 2U 5 10 10 t 3,5−= ⋅ ηµ π − π  
 
          Η γραφική παράσταση της παραπάνω συνάρτησης είναι η ακόλουθη: 
  
                      U (J) 
 
                         0,01 
 
 
 
 
                                                                                                                                 t (s) 
                                               20/7                                        107/35 
 
 
        5. Στο παρακάτω σχήµα παριστάνεται το στιγµιότυπο ενός στάσιµου κύµατος που έχει 
δηµιουργηθεί κατά µήκος οµογενούς, ελαστικής χορδής απείρου µήκους, x’Ox: 
                                                            y(cm) 
                                                                   10 
 
                                                                    5 
 
 
x’          -10                    -6                 -2      O         2                  6                      10                x(cm) 
 
                                                                   -5 
 
                                                                 -10 
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          Γνωρίζουµε ότι το στάσιµο κύµα δηµιουργήθηκε από τη συµβολή δύο γραµµικών, 
αρµονικών κυµάτων, ίδιου πλάτους και συχνότητας, που διαδίδονται σε αντίθετες 
κατευθύνσεις πάνω στον άξονα x’Ox. Αν η συµβολή των δύο κυµάτων ξεκίνησε τη στιγµή 
t=0, κατά την οποία τα δύο κύµατα ΄΄έφτασαν΄΄ ταυτόχρονα στην αρχή x=O του άξονα x’Ox, 
και το παραπάνω στιγµιότυπο αναφέρεται στη χρονική στιγµή t1=3s, να βρεθούν: 
        α) Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος καθώς και των κυµάτων που το δηµιούργησαν, αν 
είναι γνωστό ότι αυτά δεν είχαν αρχική φάση. 
        β) Η ολική ενέργεια της ταλάντωσης ενός υλικού σηµείου, µάζας m=2g, στη θέση 
x=8cm, τις χρονικές στιγµές t1=3s και t2=6s. 
        γ) Η διαφορά φάσης δύο σηµείων A και Β στις θέσεις xΑ=-11cm και xB=-8cm τις 
χρονικές στιγµές του ερωτήµατος β). 
        
           
          Λύση: 
 

        α) Η ζητούµενη εξίσωση του στάσιµου κύµατος θα είναι της µορφής 
2 x 2 ty 2A

T
π π

= συν ηµ
λ

 

           Aπό το στιγµιότυπο προκύπτει εύκολα ότι: 2A=10cm άρα Α=5cm 
                                                                               λ/2=4cm   άρα λ=8cm 
          Eπίσης από το στιγµιότυπο φαίνεται ότι τα δύο κύµατα έχουν συµβάλλει µέχρι απόσταση 
x=6cm σε χρόνο t1=3s, οπότε η ταχύτητα διάδοσής τους είναι υ=x/ t=2cm/s, άρα η θεµελιώδης 
εξίσωση της κυµατικής µας δίνει την περίοδο Τ: T=λ/υ=8cm/2cm/s=4s. 
          Αντικαθιστώντας τις παραπάνω τιµές στην εξίσωση του στάσιµου κύµατος παίρνουµε: 

                        
2 x 2 t x ty 10 y 10  ( x,y σε cm )

8 4 4 2
π π π π

= συν ηµ → = συν ηµ  

          Eπίσης, οι εξισώσεις των κυµάτων που το δηµιούργησαν είναι: 

                         1
t x t xy A 2 5 2 (x, y σε cm)
T 4 8

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ηµ π − = ηµ π −⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                         2
t x t xy A 2 5 2 (x, y σε cm)
T 2 8

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ηµ π + = ηµ π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    

 
        β) Στο σηµείο αυτό τη στιγµή t1=3s δεν έχουν ακόµη συµβάλλει τα δύο κύµατα άρα δεν έχει 
δηµιουργηθεί στάσιµο κύµα. Συνεπώς, το σηµείο αυτό θα εκτελεί ταλάντωση πλάτους Α=5cm, 
οπότε η ολική ενέργεια της ταλάντωσής του θα είναι: 

                             
2

2 2 2 3 4 61 1 1Ε= DA m 2 10 25 10 6,25 10 J
2 2 2 4

− − −π
= ω Α = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅   

          Τη στιγµή t2=8s η συµβολή των δύο κυµάτων έχει ΄΄καλύψει΄΄ την περιοχή 

2 2t x t 12cm x 12cm−υ ≤ ≤ υ → − ≤ ≤  , άρα το σηµείο αυτό ( x=8cm ) βρίσκεται στην ΄΄περιοχή΄΄ 
όπου η συµβολή έχει δηµιουργήσει στάσιµο κύµα. Το πλάτος ταλάντωσής του τότε θα είναι: 

                              
2 x 2 8cmA' 2A 10 10cm

8cm
π π ⋅

= συν = συν =
λ

  ( κοιλία ) 

          H ολική ενέργεια ταλάντωσής του θα είναι: 

                              
2

2 2 2 3 2 51 1 1E ' DA ' m ' 2 10 10 2,5 10 J
2 2 2 4

− − −π
= = ω Α = ⋅ = ⋅  

 
        γ) Σκεπτόµενοι όπως στο ερώτηµα β), παρατηρούµε ότι τα σηµεία Α και Β τη στιγµή t1=3s 
βρίσκονται εκτός της ΄΄περιοχής΄΄ συµβολής ( -6cm έως +6cm ) ενώ τη στιγµή t2=8s βρίσκονται 
εντός της ΄΄περιοχής΄΄ συµβολής ( -12cm έως 12cm ). Αυτό σηµαίνει ότι, τη στιγµή t1 η διαφορά 
φάσης θα δίνεται από τη σχέση: 

          1 2
2 1

t x t x 2 2 32 2 x x 3cm rad
T T 8cm 4ο ο

π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆φ = π − + φ − π − + φ = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥λ λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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          Τη στιγµή t2 η διαφορά φάσης θα είναι µηδέν ή π ανάλογα µε τη θέση των σηµείων. 
Βρίσκουµε ότι οι δεσµοί του στάσιµου κύµατος αντιστοιχούν στις θέσεις:                       

             ( ) ( )

1

2

3

4

0 : x 2cm
1: x 2cm8x 2 1 2 1 4 2
2 : x 6cm4 4
3: x 10cm, ....

δ

δ
δ

δ

δ

ν = =⎧
⎪ν = − = −λ ⎪= ν + = ν + = ν + → ⎨ν = − = −⎪
⎪ν = − = − κτλ⎩

 

          Εύκολα βρίσκουµε ότι τα σηµεία Α και Β βρίσκονται εκατέρωθεν του δεσµού στη θέση xδ4=-
10cm, οπότε η µεταξύ τους διαφορά φάσης θα είναι ∆φ=π rad. 
 
 
 
        6. Συµπαγής, οµογενής τροχός, µάζας m και ακτίνας R=10cm, κυλίεται χωρίς να 
ολισθαίνει σε κεκλιµένο επίπεδο, γωνίας φ=30ο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
 
 
                                                                        F 
 
                                                                        αcm 
 
                                         m 
 
 
                                                    φ 
                                              
 
          Η κίνηση του τροχού πραγµατοποιείται µέσω της ασκούµενης σ΄αυτόν δύναµης F , 
µέτρου F=12N, η οποία εφαρµόζεται εφαπτοµενικά στον τροχό, µέσω αβαρούς και µη 
ελαστικού νήµατος, τυλιγµένου στην περιφέρειά του. ∆ίνεται επίσης ότι η κινητική ενέργεια 
λόγω της στροφικής κίνησης του τροχού µεταβάλλεται σε συνάρτηση µε την αντίστοιχη 
ενέργεια λόγω µεταφορικής κίνησης, όπως φαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα: 
 
                       Kστρ (J) 
 
 
 
                               10 
 
 
 
 
 

20 Κµετ (J) 
 
          H προσφερόµενη µέσω της ροπής της δύναµης F ισχύς στον τροχό µεταβάλλεται 
χρονικά σύµφωνα µε το νόµο P=8t (SI). Αν γνωρίζουµε ότι η µεταφορική κίνηση του τροχού 
είναι ευθύγραµµη, οµαλά επιταχυνόµενη, χωρίς αρχική ταχύτητα και ότι αυτή ξεκίνησε τη 
χρονική στιγµή t=0, να βρεθούν: 
        α) Η µάζα του τροχού. 
        β) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του τροχού. 
        γ) Η κεντροµόλος επιτάχυνση και η ταχύτητα ενός σηµείου της περιφέρειας του τροχού, 
τη χρονική στιγµή t=0,668s, αν δίνεται ότι το σηµείο αυτό τη χρονική στιγµή t=0 βρισκόταν 
σε επαφή µε το κεκλιµένο επίπεδο. 
          ∆ίνεται: g=10m/s2. 
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          Λύση: 
 
        α) Από το διάγραµµα προκύπτει ότι Κµετ=2Κστρ. Οµως, γενικότερα ισχύουν τα παρακάτω: 

                                          

2
2 2cm
cm cm
2 2 2

2 cm

1 muK mu u 12
1 mR uI
2

µετ

στρ

= = = =
Κ λ ω λ λω

 

          ( Θέσαµε τη ροπή αδράνειας του τροχού ίση µε Ι=λmR2, όπου λ καθαρός αριθµός, αφού δεν 
γνωρίζουµε αν πρόκειται για κύλινδρο, σφαίρα κτλ. ).  
          Προφανώς ισχύει ότι λ=1/2, οπότε η ροπή αδράνειας του τροχού δίνεται από τη σχέση 

21 mR
2

Ι = . 

          Σχεδιάζουµε τις ασκούµενες στον τροχό δυνάµεις, όπως φαίνονται στο παρακάτω σχήµα: 
 
 
 
                                        N                F 
                                                                          αcm 
                                αγ 
 
                                      wx 
                                                 φ       T 
                                                        wy 
                                            w 
                                       φ 
 
 
          Για τη στατική τριβή Τ υποθέτουµε αυθαίρετα ότι έχει τη φορά του σχήµατος. Εφαρµόζουµε 
τους θεµελιώδεις νόµους στροφικής και µεταφορικής κίνησης: 
           cm x cm cmF m F T w m F T mg m   ( 1 )= α → + − = α → + − ηµφ = α∑  

           2
cm

1 1FR TR mR F T m  ( 2 )
2 2

γ γτ = Ια → − = α → − = α∑  

          Οι ( 1 ) και ( 2 ) δίνουν µε πρόσθεση κατά µέλη: 

                  ( )cm cm
3 2(1) (2) 2F mg m 2F mg  ( 3 )
2 3m

+ → − ηµφ = α → α = − ηµφ  

           Η ισχύς της ροπής της F γράφεται: 

                 ( )(3)
cm

2FP FR t F t P 2F mg t
3mγ= τω = α = α ⎯⎯→ = − ηµφ     ( 4 ) 

          Η σύγκριση της ( 4 ) µε τη σχέση P=8t µας δίνει: 
          

( )
2 2 22F 4F 2F 4F 2F 4F8 2F mg 8 g 8 g m

3m 3m 3 3m 3 24 2Fg
= − ηµφ → = − ηµφ→ = + ηµφ→ = →

+ ηµφ
                

                                                                           m=4kg 
 
        β) Ο ζητούµενος ρυθµός µεταβολής της στροφορµής δίνεται από τη σχέση: 

                                                      2dL 1 mR
dt 2γ γ= τ = Ια = α∑     ( 5 ) 

 
          Η ( 3 ) µας δίνει αcm=19/3 m/s2 οπότε αγ=αcm/R=190/3 r/s2  ( 6 ) 
 
                                                      ( 5 )( 6 )→dL/dt=0,316 Nm 
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        γ) Βρίσκουµε πρώτα τη θέση του σηµείου αυτού, έστω Σ, τη δεδοµένη χρονική στιγµή. Ο 

τροχός θα έχει περιστραφεί µέχρι τότε κατά γωνία 2 21 1 190t 0,668 14,1 r
2 2 3γφ = α = = . Συνεπώς, 

το πλήθος των περιστοφών που θα έχει εκτελέσει µέχρι τη στιγµή αυτή ο τροχός θα είναι 
N=φ/2π=2,25. 
           Αφού το σηµείο Σ τη στιγµή t=0 βρισκόταν σε επαφή µε το κεκλιµένο επίπεδο, µετά από 2,25 
περιστροφές θα βρίσκεται στη θέση που φαίνεται στο σχήµα: 
                                                    υολ 
                                              υ 
                                                        θ 
                                                             υcm 
                                                   Σ 
 
 
 
 
 
          Σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας, το σηµείο Σ θα έχει ταχύτητα ολυ , η οποία θα 

προκύψει ως η συνισταµένη της µεταφορικής ταχύτητας cmu και της εφαπτοµενικής ταχύτητας u , 
λόγω της στροφικής κίνησης. Αφού ο τροχός κυλίεται χωρίς ολίσθηση, τα µέτρα των ταχυτήτων u 
και ucm είναι ίσα, οπότε έχουµε: 

                   2 2 2
cm cm cm cm

19u u u 2u u 2 t 2 0,668 2 5,98m / s
3ολ = + = = = α = =  

          Η διεύθυνση της ταχύτητας υολ σχηµατίζει γωνία θ=45ο µε αυτή της ucm, αφού εφθ=u/ucm=1. 
 
 
        7. Το σύστηµα των ΄΄ταχυτήτων΄΄ σ΄ένα ποδήλατο αποτελείται από οδοντωτούς 
τροχούς ( ΄΄γρανάζια΄΄ ) και µια αλυσίδα όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

                                                              
 
          Ας υποθέσουµε ότι το πεντάλ του ποδηλάτου αποτελείται από δύο αβαρείς 
΄΄πεταλιέρες΄΄, θεωρούµενες σηµειακές, κάθε µια από τις οποίες απέχει απόσταση R=25cm 
από τον άξονα περιστροφής του συστήµατος, µε τον οποίο συνδέονται µε επίσης αβαρή 
µεταλλικά στελέχη. Ο µπροστινός δίσκος έχει ακτίνα R1=10cm και µάζα Μ=500g και τα πίσω 
γρανάζια, που µπορεί να επιλέγει ο ποδηλάτης, έχουν ακτίνες που κυµαίνονται από 
rmin=2cm µέχρι rmax=5cm . Η αλυσίδα θεωρείται αβαρής και µη ελαστική. Κάποια στιγµή ( t=0 
), το ποδήλατο ξεκινά από την ηρεµία µε τον ποδηλάτη να επιλέγει το πίσω γρανάζι µε τη 
µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα rmax, επιταχύνοντας το ποδήλατο µε σταθερή επιτάχυνση 
α1=1m/s2, µέχρι τη στιγµή t1=10s, οπότε επιλέγει το πίσω γρανάζι µε τη µικρότερη δυνατή 
ακτίνα rmin, συνεχίζοντας την επιταχυνόµενη κίνηση, µε επιτάχυνση α2=0,5m/s2, µέχρι τη 
χρονική στιγµή t2=15s. Θεωρούµε ότι σε κάθε περίπτωση ο ποδηλάτης ασκεί µε το κάθε 
πόδι του σε κάθε ΄΄πεταλιέρα΄΄ σταθερή δύναµη, µέτρου F=2N, εφαπτοµενική στην κυκλική 
τροχιά που αυτή εκτελεί. Αν θεωρήσουµε ότι ο µπροστινός δίσκος έχει όλη του τη µάζα 
συγκεντρωµένη στην περιφέρειά του, ενώ η ροπή αδράνειας κάθε γραναζιού θεωρείται 
αµελητέα, να βρεθούν: 
        α) Η συχνότητα περιστροφής του πεντάλ του ποδηλάτου, τη χρονική στιγµή t’=5s. 
        β) Η µάζα του µπροστινού δίσκου. 
        γ) Η γραφική παράσταση του µέτρου της στροφορµής του µπροστινού δίσκου σε 
συνάρτηση µε το χρόνο. 
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          Λύση: 
 
        α) Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η εικόνα του συστήµατος ΄΄δίσκος-αλυσίδα-γρανάζι΄΄: 
 
 
                                  ω2 
                                                                         F 
                                                      r                                                   R1 
                                                                                                                                F 
 
                                                                                                R 
 
                                                                                                     ω1 
 
          Η αλυσίδα είναι µη ελαστική, άρα τα σηµεία της περιφέρειας του δίσκου και κάθε γραναζιού 
έχουν ίσες τιµές γραµµικής ταχύτητας ( όσοι κρίκοι της αλυσίδας ΄΄βγαίνουν΄΄ από το δίσκο 
΄΄µπαίνουν΄΄ στο γρανάζι ). Συνεπώς, οι γωνιακές ταχύτητες δίσκου και γραναζιού θα συνδέονται µε 
την ακόλουθη σχέση: 

                                        2
1 2 1 1 2 1

1

rR r
R
ω

υ = υ → ω = ω →ω =      ( 1 ) 

          Οταν ο ποδηλάτης έχει επιλέξει το µεγάλο γρανάζι, η γωνιακή επιτάχυνση αυτού θα είναι: 

                                                 
2

21

max

1m / s 20r / s
r 0,05mγ
α

α = = =   

          Η γωνιακή ταχύτητα του γραναζιού αυτού τη χρονική στιγµή t’=5s θα δίνεται από το νόµο 

2 2

rt ' 20 5s 100r / s
sγω = α = = . Αντικαθιστώντας την τιµή αυτή στη σχέση ( 1 ) και θέτοντας r=rmax 

παίρνουµε: 

                                                 1
r 5cm100 50r / s
s 10cm

ω = ⋅ =  

          Τελικά: f=ω1/2π=25/π Hz. 
 
        β) Η γωνιακή επιτάχυνση του συστήµατος δίσκος-πεντάλ θα είναι: 

            r 5cm1 2
1 2 2 2

1 1 1

r d r d r 1 1 r r' ' 20 10
R dt R dt R 2 2 s s

=
γ γ γ γ

ω ω
ω = ω → = → α = α ⎯⎯⎯→α = α = =  

          Ο θεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης για το σύστηµα αυτό µας δίνει: 

                    2 '

2

F 2' FR MR 0,8kgrR ' 0,25m 10
s

γ γ
γ

Ν
τ = Ια → = α →Μ = = =

α ⋅
∑  

 
        γ) Μέχρι τη χρονική στιγµή t1=10s ο δίσκος θα έχει στροφορµή που θα δίνεται από τη σχέση:    

                            2 ' 2
2

rL I R t 0,8kg (0,25m) 10 t 0,5 t (SI)
sγ= ω = Μ α = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  

          Από τη στιγµή t1=10s µέχρι τη στιγµή t2=15s η γωνιακή επιτάχυνση του δίσκου θα είναι: 

                                 
2

΄΄ 2min min 2 2

1 1 min 1

r r 0,5m / s 5r / s
R R r R 0,1mγ γ

α α
α = α = = = =  

 
          Συνεπώς, η αντίστοιχη τιµή στροφορµής θα είναι: 
 
         '' 2 ΄΄

1 1L ' I ( t) MR ( t t) 0,05(100 5t) 5 0,25t  (SI)γ γ γ= ω = Ι ω + α = α + α = + = + ( όπου ο 
χρόνος t ΄΄υπολογίζεται΄΄ µε αφετηρία τη στιγµή t1=10s ) 
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          Aπό τα παραπάνω προκύπτει ότι η ζητούµενη γραφική παράσταση θα έχει την ακόλουθη 
µορφή: 
  
              L (kg m2/s) 
 
                            6,25 
                                5 
 
 
 
                                                                                            t (s) 
                                                        10         15  
     
 
        8. ∆ίνεται η διάταξη του παρακάτω σχήµατος: 
 
 
 
                                                                                                                       45o 
                                                                 
                                                                   Α                                           Β 
 
                                                                                           L 
 
 

                                        
                                m              uo 
          
          Η οµογενής ράβδος ΑΒ έχει µάζα Μ=0,5kg και µήκος L=20cm και µπορεί να στρέφεται 
σε κατακόρυφο επίπεδο, χωρίς τριβές, γύρω από οριζόντιο άξονα, κάθετο σ΄αυτήν, 
διερχόµενο από το ένα άκρο της Α. Στο άλλο άκρο της Β είναι δεµένο αβαρές και µη 
ελαστικό νήµα, το οποίο είναι στερεωµένο στον κατακόρυφο τοίχο µε τον οποίο σχηµατίζει 
γωνία 45ο, όταν η ράβδος ισορροπεί σε οριζόντια θέση. Να βρεθούν: 
        α) Η τάση του νήµατος και η δύναµη στο σηµείο Α όταν η ράβδος ισορροπεί. 
        β) Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα και η ράβδος αρχίζει να στρέφεται γύρω από το Α. 
Τη στιγµή που ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου παίρνει τιµή ίση µε το 
1/ 2 της µέγιστης δυνατής τιµής της, ένα βλήµα αµελητέων διαστάσεων, µάζας m=M, το 
οποίο κινείται µε οριζόντια ταχύτητα, µέτρου υο=6m/s, στο  ίδιο κατακόρυφο επίπεδο µε τη 
ράβδο, σφηνώνεται στο άκρο της Β.  
        ι) Πόση είναι η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος αµέσως µετά την κρούση; 
       ιι) Μέχρι ποιό ύψος πάνω από την αρχική διεύθυνση κίνησης του βλήµατος θα φτάσει 
το άκρο Β της ράβδου µετά την κρούση; 
      ιιι) Ποια δύναµη θα δέχεται η ράβδος στον άξονα περιστροφής της ( σηµείο Α ) τη 
στιγµή που γίνεται κατακόρυφη για 1η φορά µετά την κρούση; 
          ∆ίνεται για τη ράβδο η ροπή αδράνειάς της ως προς άξονα κάθετο σ΄αυτήν 

διερχόµενο από το κέντρο µάζας της 2
cm

1I ML
12

=  και g=10m/s2. 

 
          Λύση: 
 
                                         F        Fy                                           Ty              T 
 
                                                                                                       45o 
                                        Fx  θ                                                                    Tx 
 
 
 
                                                                              Mg 
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          Στη ράβδο ασκούνται οι δυνάµεις που φαίνονται στο παραπάνω σχήµα. Εφαρµόζουµε τις 
συνθήκες ισορροπίας για τη µεταφορική και στροφική κίνηση: 

                           x x x x x
2F 0 F T F T 45 F T   ( 1 )

2
ο= → = → = ηµ → =∑  

                   y y y y
2F 0 T F Mg F Mg T 45 g T  ( 2 )

2
= → + = → = − συν = Μ −∑  

                   ( ) y
L 2 Mg Mg 5 20 w T L 0 T T N
2 2 2 22Ατ = → − + = → = → = =∑  

 
          Αντικαθιστώντας στις σχέσεις ( 1 ) και ( 2 ) την τιµή της τάσης Τ παίρνουµε: 

                                          x
2 5 2 2(1) F T 2,5

2 2 2
→ = = = Ν  

                                         y(2) F 5N 2,5N 2,5N→ = − =   

          Επειδή x yF F⊥  θα ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

                                     2 2 2
x y x xF F F 2F F 2 2,5 2N= + = = =  

                                                    y

x

F
1 45

F
οεφθ = = → θ =  

 
        β) ι) Κατ΄αρχήν βρίσκουµε από ποια θέση διέρχεται η ράβδος τη στιγµή της κρούσης. Σε µια 
τυχαία θέση όπου η ράβδος σχηµατίζει γωνία θ µε την κατακόρυφη, θα ισχύουν τα παρακάτω: 
 
 
 
                                                  h 
                                                               θ 
 
                                                                     d 
 
 
                                                                                 Μg                      ω⊗      
 
 
          Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράδβου είναι ίσος µε τη συνισταµένη ροπή που 

ασκείται σ΄αυτήν (
dL
dt

= τ∑ ). Οµως, η µόνη ασκούµενη ροπή είναι του βάρους, άρα: 

                                             
dL wd MgL
dt

= τ = = ηµθ∑  

          Aπό την τελευταία σχέση προκύπτει ότι η µέγιστη τιµή της ροπής προκύπτει για θ=0, άρα η 
τιµή της ροπής που είναι ίση µε το 1/ 2 της τιµής αυτής θα αντιστοιχεί σε γωνία θ=45ο, αφού τότε 

θα ισχύει: 
max

dL 1 dL 1 2MgL MgL gL 45
dt dt 22 2

ο⎛ ⎞= ηµθ = → ηµθ = Μ → ηµθ = = ηµ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

          Στη συνέχεια, υπολογίζουµε τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου τη στιγµή αυτή: 

          21: K U U 0 gh I   ( 1 )
2αρχ αρχ τελ τελΑ∆ΜΕ + = Κ + → +Μ = ω  

          Η ροπή αδράνειας Ι υπολογίζεται µέσω θεωρήµατος Steiner: 

                                   
2 2

2 2
cm

1 L MLMd ML M   ( 2 )
12 4 3

Ι = Ι + = + =  
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          Επίσης, από το σχήµα είναι προφανές ότι 
L L 2 L 2h 45   ( 3 )
2 2 2 4

ο= συν = =  

                       
2

(2)(3) 2L 2 1 ML 3g 2(1) Mg 14,5r / s
4 2 3 2L

⎯⎯⎯→ = ω →ω= =  

 
          Eφαρµόζουµε αρχή διατήρησης στροφορµής για την κρούση: 
 
 
 
                                                            θ 
 
 
 
 
 
 
                                                                                               ω⊗     
                                                                                       uo   

      

2

22
2

2 MLMu LMu L 45 2 3L L mu r I ΄
LL ML
3

ο ο
ο

αρχ τελ ο τελ τελ

− ωσυν − Ιω
= → − ω = Ι ω → ω = = →

ΜΙ +Μ +
 

          
                                                                ωτελ =12,28r/s         
 
      ιι) Εστω Η το ζητούµενο ύψος, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, και φ η γωνία που 
σχηµατίζει στη θέση αυτή η ράβδος µε την κατακόρυφη: 

 
                                                                             
 
 
 
                                                                                  Mg 
 
                                      φ 
                                                              Mg 
 
 
                 H 
                                     45o 
 
 
 
 
                                                Μg 
                                                                                                              U=0 
                                                                       
                                                                                 τελω  

 
                                                                   Mg 
 
           Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας, θεωρώντας ως 
στάθµη µηδενικής δυναµικής ενέργειας την αρχική διεύθυνση της ταχύτητας του βλήµατος: 
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21 L L: K U U ' g 45 gH Mg(L )

2 2 2
ο

αρχ αρχ τελ τελ τελΑ∆ΜΕ + = Κ + → Ι ω +Μ συν = Μ + + συνφ →

 

               
2

2 21 L L 2 LML Mg MgL gL Mg
2 3 2 2 2τελ

⎛ ⎞Μ
+ ω + = συνφ+Μ + συνφ→⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                          22L 2 3g g g 0,91 24,5
3 4 2

ο
τελω + = συνφ+ → συνφ = → φ =  

 
          Το ύψος H τελικά θα είναι: H=Lσυνφ=0,2 0,91=0,182m=18,2cm 
 
      ιιι) Η ράβδος θα περάσει για 1η φορά από την κατακόρυφη θέση όταν επανέλθει σ΄αυτήν µετά 
την εκτροπή της σε ύψος Η ( όπως φαίνεται από το προηγούµενο ερώτηµα η ράβδος δεν θα 
εκτελέσει ανακύκλωση ). Επειδή η επαναφορά της ράβδου στην κατακόρυφη θέση γίνεται µόνο 
υπό την επίδραση των βαρών ράβδου και βλήµατος ( διατηρητικές δυνάµεις ), τη στιγµή που 
διέρχεται απ΄αυτήν θα έχει γωνιακή ταχύτητα ίσου µέτρου µ΄αυτήν που είχε αµέσως µετά την 
κρούση, αλλά αντίθετης φοράς, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
                                                                    Ν  
 
 
 
 
                                                    3L/4 
 
                                                                         gΜ  
                                                                       
                                                                      Κ 
 
                                                                     
                                                                           Mg  
                                                               
                                                                     ω⊗  
 
 
          Eπειδή οι µάζες ράβδου και βλήµατος είναι ίσες το κέντρο µάζας Κ του συστήµατος 
βρίσκεται στο µέσο της απόστασης των σηµείων εφαρµογής των δύο αυτών βαρών, δηλαδή σε 
απόσταση r=3L/4 από τον άξονα περιστροφής. Για το κέντρο µάζας θα ισχύει η παρακάτω σχέση: 

         2 2 23L 3LF F 2 g 2M r N 2Mg 2M 2M g
4 4

κ
⎛ ⎞= → Ν − Μ = ω → = + ω = + ω →⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                      

                                                                  N=32,62N 
 

 
 
        9. Σώµα µάζας M=0,3kg εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, πλάτους Α=10cm, πάνω σε 
λείο οριζόντιο δάπεδο, δεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ελατηρίου, σταθεράς k=100N/m, 
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
                                                                A       A 
                                                        k              M 
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          Κάποια στιγµή ( t=0 ) κατά την οποία το σώµα είναι ακίνητο, και το ελατήριο είναι 
συσπειρωµένο, ένα µικρό βλήµα, µάζας m=200g, κινούµενο µε ταχύτητα υο=20m/s, υπό 
γωνία φ=60ο ως προς την οριζόντια διεύθυνση, και στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο µε το 
ελατήριο, σφηνώνεται στο σώµα µάζας M. Να βρεθούν: 
        α) Το πλάτος της ταλάντωσης που θα εκτελέσει το συσσωµάτωµα. 
        β) Η αύξηση της δύναµης επαφής που δέχεται το σώµα από το δάπεδο, κατά τη 
διάρκεια της κρούσης, αν αυτή ήταν ∆t=0,01s. 
        γ)  Η % απώλεια κινητικής ενέργειας του συστήµατος κατά την κρούση. 
        δ) Σε ποια χρονική στιγµή το συσσωµάτωµα θα περάσει για 1η φορά, µετά την κρούση, 
από τη θέση ισορροπίας της ταλάντωσής του. ∆ίνεται ότι 1/3 ηµ(π/18). 
          ∆ίνεται: g=10m/s2. 
 
 
          Λύση:                                             uox                     m 
                                                                         φ   
                                                                   uo            uoy 
                                                   k         M 
                                                                                                                      Λίγο πριν την κρούση 
 
 
                                                           ΘΠ     ΘΙ     ΘΠ                                                          
 
                                                       uσ 
                                                                                                                      Αµέσως µετά την κρούση 
 
 
                                                           ΘΠ     ΘΙ 
 
                                                              Α΄ 
                                             u=0                                                                Νέα θέση πλάτους 
 
 
 
                                                    ΘΠ΄          ΘΙ 
 
        α) Αφού η κρούση γίνεται στη θέση όπου το σώµα µάζας Μ έχει στιγµιαία ακινητοποιηθεί και 
στην οποία το ελατήριο είναι συσπειρωµένο, προφανώς αυτή θα είναι η προς τ΄αριστερά θέση 
πλάτους της ταλάντωσης ( βλ. σχήµα ). Λόγω του ακλόνητου δαπέδου, η αρχή διατήρησης της 
ορµής για την κρούση ισχύει µόνο στον άξονα x: 

                   ox,x ,x
muA (x) : p p mu (m M)u u

m M
ο

σ σαρχ τελ
συνφ

∆Ο = → = + → = →
+

 

                                                   

m 10,2kg 20
s 2u 4m / s

0,5kgσ

⋅ ⋅
= =  

         
        Στη συνέχεια, το νέο πλάτος ταλάντωσης προκύπτει µε εφαρµογή της αρχής διατήρησης της 
ενέργειας ταλάντωσης: 

          D k2 2 '2
x A

1 1 1: K U U (m M)u Dx DA
2 2 2

=
αρχ αρχ τελ τελ σ =Α∆ΕΤ + = Κ + → + + = ⎯⎯⎯→  

     
2

2 2 '2 2 (m M)u 0,5 16(m M)u kA kA A' A A' 0,01 0,3m
k 100

σ
σ

+ ⋅
+ + = → = + → = + =  

 
        β) Εφαρµόζουµε τη γενικευµένη µορφή του 2ου νόµου Νεύτωνα κατά τη διάρκεια της κρούσης 
συµβολίζοντας µε Ν΄την αντίδραση που τότε δέχεται το σώµα από το δάπεδο: 
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         y y, y,
y

dp p p 0 ( mu )F N ' (m M)g ' (m M)g
dt t t

τελ αρχ ο− − − ηµφ
= → − + = → Ν = + + →

∆ ∆∑  

                      2

m 30,2kg 20mu m s 2N ' (m M)g 0,5kg 10 351,4N
t s 0,01s

ο
⋅ ⋅ηµφ

= + + = ⋅ + =
∆

 

 
          Oµως, πριν την κρούση το σώµα δεχόταν από το δάπεδο αντίδραση Ν=Μg=30N ( λόγω της 
αρχικής τους κατάσταση ισορροπίας  κατά τον άξονα y ), οπότε η ζητούµενη αύξηση προφανώς θα 
είναι ίση µε: 
                                           '∆Ν = Ν − Ν = 351,4N-30N=321,4N 
 
        γ) Η ζητούµενη % απώλεια κινητικής ενέργειας γράφεται: 

              

2

2
o

1 (m M)u
2x% 100 100 1 100 1 1001 mu

2

σ
αρχ τελ τελ

αρχ αρχ αρχ

⎛ ⎞+⎛ ⎞Κ − Κ ⎜ ⎟∆Κ Κ
= = = − = − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Κ Κ Κ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

                                        
2 2

2 2

0,5kg 16m / sx% 1 100 90%
0,2kg 400m / s

⎛ ⎞⋅
= − =⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 

 
 
        δ) Παριστάνουµε τις θέσεις της ταλάντωσης του συσσωµατώµατος στον κύκλο αναφοράς ( 
έχοντας θεωρήσει θετική τη φορά προς τα δεξιά ): 
 
 
                                                                        +0,3m 
 
 
 
 
                                                                                                  ( t ) 
                                                                          φ 
                                                             θ               
                                                                        -0,1m 
 
                                   ( t=0 ) 
 
                                                                        -0,3m 
 
 

                           
0,1 1 r
0,3 3 18

π
ηµθ = = → θ =   άρα 

17 r
18 18
π π

φ = π − θ = π − =  

 

          Αρα:          

17 17
17 218 18t t s

360k 10 2
m M

π π
φ π

φ = ω → = = = =
ω

+
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       10. Οµογενής δίσκος µάζας Μ=2kg και ακτίνας R=20cm µπορεί να στρέφεται χωρίς 
τριβές, γύρω από κατακόρυφο άξονα, κάθετο στο επίπεδό του και διερχόµενο από το 
κέντρο του Κ. Αρχικά ο δίσκος είναι ακίνητος και ένα σώµα µάζας m=1kg βρίσκεται 
τοποθετηµένο επάνω του, σε απόσταση r=R/2 από το κέντρο Κ. Το σώµα εκπέµπει 
αρµονικό ήχο συχνότητας f=100Hz. Ενας άνθρωπος στέκεται ακίνητος σε σχέση µε το δίσκο 
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 

                             Σ                         R              r    m 
                                                       M                               f 
                                                          d                                 
 
          Kάποια στιγµή  ( t=0 ), ο δίσκος αρχίζει να στρέφεται, οµαλά επιατχυνόµενος, µε 
σταθερό ρυθµό π/2 r/s2. Να βρεθούν: 
        α) Οι χρονικές στιγµές κατά τις οποίες ο άνθρωπος ακούει για 1η φορά την ελάχιστη και 
την µέγιστη συχνότητα ήχου αντίστοιχα. ∆ίνεται ότι τη στιγµή t=0 ο άνθρωπος στέκεται σε 
µια θέση Σ, η οποία βρίσκεται στην προέκταση της διαµέτρου πάνω στην οποία βρίσκεται 
το σώµα µάζας m ( βλ.σχήµα ) και σε απόσταση d=40cm από το κέντρο το δίσκου. 
        β) Αν το σώµα εµφανίζει µε το δίσκο συντελεστή οριακής τριβής µ=0,25, ποια είναι η 
χρονική στιγµή που το σώµα θα χάσει την επαφή του µε το δίσκο; Ποια είναι τότε η 
στροφορµή του δίσκου; 
        γ)  Aν η επιταχυνόµενη κίνηση του δίσκου επιτεύχθηκε µέσω της εφαρµογής µιας 
οριζόντιας δύναµης, µέτρου F, συνεχώς εφαπτόµενης στην περιφέρεια του δίσκου, πόση 
είναι η ισχύς της δύναµης αυτής τη στιγµή του ερωτήµατος β) και πόση ενέργεια έχει 
προσφέρει στο δίσκο η δύναµη από τη στιγµή t=0 µέχρι τη στιγµή εκείνη; 
          ∆ίνονται: 1/8=ηµ(π/25) και η ροπή αδράνειας του δίσκου Ι=ΜR2/2. 
  
          Λύση: 
 
        α)                                                                ( Ι ) 
                                                                                    υ 
                                                                             r 
                                              Σ                              K 
 
                                                                   υ 
                                                                             ( ΙΙ ) 
                                                    d 
                                                                         ω ⊗  
 
          Οπως φαίνεται στο σχήµα, υπάρχουν δύο θέσεις ( Ι ) και ( ΙΙ ) του δίσκου στις οποίες το 
σώµα µάζας m κινείται ΄΄αποµακρυνόµενο΄΄  ή ΄΄πλησιάζοντας΄΄ το σηµείο Σ αντίστοιχα. Στις θέσεις 
αυτές θα αντιστοιχούν η ελάχιστη και η µέγιστη συχνότητα του ήχου που θα ακούει ο άνθρωπος. 
Στη συνέχεια, αναλύουµε ( και µεγενθύνουµε ) το σχήµα που αντιστοιχεί στη θέση ( Ι ): 
 
                                                                                                υ 
                                                                                     θ                                 
 
                                                                   r     
              Σ                  θ 
                                                                           Κ 
                                            d 
 
          Στη θέση αυτή η γραµµική ταχύτητα του σώµατος έχει τη διεύθυνση που ορίζουν το σώµα και 

το σηµείο Σ, άρα σχηµατίζει γωνία θ τέτοια ώστε 
r 5cm 1 r
d 40cm 8 25

π
ηµθ = = = → θ = . 
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          Για 1η φορά στη θέση αυτή θα έχει φτάσει ο δίσκος αφού διαγράψει γωνία 

3 732 r
2 2 25 50
π π π π⎛ ⎞φ = π − + θ = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Aυτό απαιτεί χρόνο : 

                                         2

7321 2 50t t 2,41s
2

2

γ
γ

π
φ

φ = α → = = =
πα

 

                  
          Σκεπτόµενοι µε όµοιο τρόπο για τη θέση ( ΙΙ ), είναι προφανές ότι θα ισχύουν τα παρακάτω:     

                    2

27227 1 27 50' r t ' t ' 1,47s
2 2 25 50 2 50

2

γ

π
π π π π π

φ = + θ = + = → α = → = =
π

      

 
        β) Το σώµα ΄΄συµµετέχει΄΄ στη στροφική κίνηση του δίσκου υπό την επίδραση της στατικής 
τριβής η οποία ΄΄παίζει΄΄ το ρόλο της αναγκαίας κεντροµόλου δύναµης. Η κίνηση αυτή θα είναι 
εφικτή για όσο χρόνο ικανοποιείται η συνθήκη T Fορ κ≥  η οποία γράφεται: 
                                                                          ω               N 
 
                                                                                 Toρ 
                                                                                
 
                     
                                                                                        mg 
 

          2 2 gF m r mg m r 5r / s
rορ κ
µ

Τ ≥ →µΝ ≥ ω →µ ≥ ω →ω≤ → ω≤            

          Η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα των 5r/s επιτυγχάνεται τη ζητούµενη χρονική στιγµή t η οποία 
εύκολα υπολογίζεται ως εξής: 

                                       
2

5r / s 10t t s
r / s

2

γ
γ

ω
ω = α → = = =

πα π
 

          Η στροφορµή του δίσκου τη στιγµή εκείνη θα είναι: 

                               
2

2 21 1 r mL I MR 2kg 0,04m 5 0,2kg
2 2 s s

= ω = ω = ⋅ ⋅ =  

 
        γ) Η ζητούµενη ισχύς είναι: 
          

     2 2 2 2
o 2

1 1 r rP ( MR mr ) ( 2kg 0,04m 1kg 0,01m ) 5 W
2 2 2 s s 8λ γ γ

π π
= τω = Ι α ω = + α ω = ⋅ + ⋅ ⋅ =     

          Η προσφερόµενη ενέργεια υπολογίζεται µέσω του θεωρήµατος έργου-ενέργειας για το 
σύστηµα δίσκου-σώµατος: 

             2 2 2 2
F F

1 1 1W I 0 W W MR mr 0,625J
2 2 2ολ

⎛ ⎞∆Κ = → ω − = → = + ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
       11. Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται µια διάταξη αντίστοιχη του ΄΄καταπέλτη΄΄ των 
αρχαίων. Η διάταξη  αποτελείται  από µια  λεπτή, οµογενή  ράβδο, µήκους  L=2m  και  µάζας  
Μ=4kg, στα άκρα της οποίας είναι προσαρµοσµένα ένας οµογενής, συµπαγής δίσκος 
ακτίνας  R=0,5m  και  µάζας  m=0,5kg  και  ένα  ηµισφαιρικό  στέλεχος,  µάζας  m’ =0,4kg  και  
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αµελητέων διαστάσεων. Στο κέντρο του δίσκου διέρχεται οριζόντιος άξονας, κάθετος στο 
επίπεδό του, γύρω από τον οποίο το σύστηµα µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές. Στην 
περιφέρεια του δίσκου είναι τυλιγµένο, αβαρές και µη ελαστικό νήµα, το άλλο άκρο του 
οποίου είναι στερεωµένο στο ένα άκρο οριζόντιου ελατηρίου, σταθεράς k=100Ν/m, το άλλο 
άκρο του οποίου είναι ακλόνητο. Αρχικά, το σύστηµα ισορροπεί µε τη ράβδο να σχηµατίζει 
γωνία θ=30ο µε την κατακόρυφη διεύθυνση. Εκτρέπουµε τη ράβδο, στρέφοντάς τη αντίθετα 
από τους δείκτες του ρολογιού, µέχρι αυτή να γίνει οριζόντια και την αφήνουµε ελεύθερη, 
ενώ µέσα στο ηµισφαιρικό στέλεχος, έχουµε τοποθετήσει µικρή σφαιρική οβίδα, µάζας 
m1=100g. Οταν η ράβδος βρεθεί σε κατακόρυφη διεύθυνση, το ελατήριο βρίσκεται στο 
φυσικό του µήκος. Να βρεθούν: 
        α) Η τάση του νήµατος στην κατάσταση ισορροπίας του συστήµατος και η 
αποθηκευµένη στο ελατήριο ενέργεια παραµόρφωσης. 
        β) Η ροπή αδράνειας του συστήµατος. 
        γ) Η ταχύτητα εκτόξευσης της οβίδας, όταν η ράβδος βρεθεί σε κατακόρυφη θέση. 
          ∆ίνονται: g=10m/s2, η ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα διερχόµενο από το 
κέντρο µάζας της Icm=ML2/12 και η αντίστοιχη ροπή αδράνειας του δίσκου Ιcm’=mR2/2. 
 
                                           m1 
                            m’ 
 
 
                                                                L 
 
 
 
 
 
                                      k                          m              
                                                                                   R 
 
 
 
 
         Λύση: 
 
        α) Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις στην κατάσταση ισορροπίας του συστήµατος: 
 
 
 
 
                                             (m’+m1)g 
 
 
 
                                                                                          θ 
                                                                     Μg                     Ν 
                                                     ∆L 
                                                                                                R 
 
                                                     Fελ              Τ         Τ 
                                                                                               mg 
 
 
 
           Εφαρµόζουµε τη συνθήκη ισορροπίας των ροπών ως προς το κέντρο του δίσκου: 
              

     1 1
L0 R g (m' m )gL 0 TR gL m' m
2 2

Μ⎛ ⎞τ = → Τ ⋅ −Μ ηµθ− + ηµθ = ⎯⎯→ = ηµθ + + →⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  
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1 2

m 1gL m' m 10 2m 2,5kg2 s 2T 50N
R 0.5m

Μ⎛ ⎞ηµθ + + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =  

 
          Επειδή T=Fελ εύκολα βρίσκουµε: 
 

                                         
T 50NT k L L 0,5m
k 100N / m

= ⋅∆ → ∆ = = =  

 
          Τελικά, η αποθηκευµένη στο ελατήριο ενέργεια παραµόρφωσης θα είναι: 

                                          2 21 1 NU k L 100 0,25m 12,5J
2 2 m

= ⋅∆ = ⋅ =  

 
        β) Εφαρµόζουµε κατ’ αρχήν το θεώρηµα Steiner για τη ράβδο: 
 

          Ράβδος: 

( )

( )

22
2 2 2

cm

2 2 2

L R1 (L R) MI Md ML M L
12 4 2 2

I 2kg 4m 3,125m 14,25kg m

ρ

ρ

⎛ ⎞++
= Ι + = + = + →⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + = ⋅

 

 
          Tελικά: 

                  2 2 2
o 1 1

1I (m ' m )(L R) I R (m' m )(L R)
2λ ρ δ ρ= Ι + Ι + + + = + Μ + + + →  

                  2 2 2 2
oI 14,25kg m 0,5kg m 3,125kg m 17,875kg mλ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅  

 
        γ) Σχεδιάζουµε την κατακόρυφη θέση του συστήµατος και εφαρµόζουµε διατήρηση της 
µηχανικής ενέργειας:                                                           ω 
 
                                                                                                         υ 
 
                                                                                                  h2 
                                                                        (m’+m1)g 
 
 
                                      (m’+m1)g 
                                                                                                h1 
                             U=0 
 
                                                                                             Mg 
 
                                                                 Μg 
 
 
 
 
 
            

             Α∆ΜΕ: 2
1 1 1 2

K U U

L 1 L0 U (m' m )g gh (m ' m )g h
2 2 2

αρχ αρχ τελ τελ

ελατ ολ

+ = Κ + →

⎛ ⎞+ + + ηµθ = Ι ω +Μ + + ηµθ+ →⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            

                                       ( )2
1 1 2

1U g Mh (m' m )h   ( 1 )
2ελατ ολ= Ι ω + + +  
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          Οµως από το σχήµα είναι προφανές ότι: 1
L L 3h (1 30 ) (1 ) 0,134m
2 2 2

ο= − συν = − =  και 

2h L(1 30 ) 0,268mο= − συν =  οπότε µε αντικατάστασή τους στην ( 1 ) τελικά παίρνουµε: 
 

                                   [ ]{ }1 1 2
o

2 U g Mh (m ' m )hελατ
λ

ω = − + + =
Ι

0,8r/s 

 
          Προφανώς, η ζητούµενη ταχύτητα της οβίδας θα είναι: u=ω(L+R)=0,8r/s 2,5m=2m/s 
 
 
 
 
 
                                                                    EΠΙΜΕΛΕΙΑ ΘΕΜΑΤΩΝ:         Kοϊνάκης Γιώργος 
                                                                                                                              Φυσικός         


