


GEMA 1°

Av z;,z, cival piyadikoi apiBuoi, 10T z, +z, =z, + z,

ATTod¢€1En

Av z;=a+Bi Kal z,=y +di TOTE :
z,+tz,=a+Pi+ty+di= (a+y)+(B+0)i=(a+y)-(B+0)

= (a-Bi)+(y-di)=2 +2,

GEMA 2°

Aivetal n e€iowon oz +Pz+y=0,pe a, B,y e IR kai a=0.
N’ atrodeixBei 61 av A <0, 161€ N €Ciowon €xel dUo ouluyeig
MIyadIKEG pileg.

AT1Tode1gn
az’ +Bz+y=0 < az’ +Bz=-y <:>22+Ez=-X =
a a
2 2
22+2£Z+ E =+ E -X =
2a 2a 2a a
2 2_ 2
pe B 2 Bty (L BY LA
20 4qa 20 4a
2 2 2 2
Lo BY 060, BY L PEAY
2a 4qa 20 4q
2 ) 2 )
z+£ = I\/I = z+£=i|\/I &
20 20 20 2d
z=-£il -A o Z=-Bi| -A
20 2a 20

Ol OTToieg €ival ouluyeic piyadikoi apiOuoi.
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OEMA 3°
Av z4, 2z, cival yiyadikoi apiBuoi, T61e V' atrodeIXBEei OTI
_ |zl

| 2,

4
Z2

12,-2, | = | z|-| z,| kai

AT1Tod¢€1En
MpdyuaTi €XOUE :
12,2, | = |z||z)| & |22, ‘2 = ‘21‘2" 22‘2 =

(z,-2,)(2,-2,) = 2,-2,-2,-2, &

z2,:2,-2,-2, =2,-2,-2,-Z,

Kal €TTEI0N N TEAEUTAIO 1I00TNTA I0XUEL, Ba 1I0XUEI KAl N 1I000UVaUN
aApXIKN.

AvaAoya atrodelkvueTal Kal n deuTepn 1010TNTA

z |zl i2=ﬁ@i.(ij=z1'i©
z, ‘ 22‘ z, ‘ 22‘2 Z, \ 4 Zy 4,

Z,°2, _ 2,°Z,

Z,°2Z, Z,2Z,

OEMA 4° (6p1o moAuwvuuIKIC CUVApPTNOT )
Av P (x)=ay, X'+ 0yq X"+ ... +ay X+ 0y TTOAUWVUHO KAl Xg € IR,
V' ammodeixBei o1 Lim P (x) =P (x,).

AT1Tod¢e1gn

tim P (x) = ¢im (a,x’ +a,_ X"+ . +ox+a,)

X=X, X=X

tim (a,x") + ¢im (a,x"") + ...+ tim (ax)+ (im (0,)

X=X X=X,

a, fimx"’ +a,, (imx"" + .. +a, limx + a,

X—Xg X—Xg X—>Xg
—_ \% v-1
=a,X; +0,Xy5 +..+tox,+q,

= P (x,)
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OEMA 5° (Gswpnua evoIAUECWV TINWV)
Av yia pia ouvaptnon f 1mou gival opiopévn o€ £va KAEIOTO dlIAoTNUO
[a, B] 1oxUOUV :

e n f €ival ouvexng oto [a, B]

o f(a)=f(B)
TOTE, V' atTodEIXOEi OTI yia KABe apiBud n peTagu Twv f (a) kar f (B)
uTTApPXEl £vag, TOUAAXIOTOV Xp € (a, B) TéTol0G, waoTe f (Xp) = n.

AT1Tod¢€1En
Ag uttoBéooupe oml f (a) < f(B). Tote Ba 1oxvel f(a) <n<f(B).
Oewpoupe TN ouvaptnon g, Me g (X)=f(x)-n, x € [a, B].
Maparnpoupe o1l :

e n g cival ouvexng oto [a, B]

e g(a) g(B)<0

agou g (a)=f(a)-n<0 kar g(B)=f(P)-n>0

EtTopévwg ocupgwva pe 1o Bewpnua Tou Bolzano, uttdpxel Evag
TOUAGXIOTOV Xg € (a, B) TéTOI0G, WOTE g (Xo) =0 1 f(Xo) =n.
Ouoiwg av f (a) >f(B).

OEMA 6°
Av pia ouvaptnon f eival TTapaywyioiun o €va onueio Xq, TOTE V’

atrodeIxOei OTI €ival Kal UVEXNG OTO ONUEIO AUTO.

AT1rod¢€1En

MNa va dcigoupe 0TI N f €ival cuveXNG OTO ONUEIO Xo, APKEI va
Seigoupe om im f(x)=f(x,) A lim [f (x)-f(x,)] = 0.

MNa X #Xg EXOUWE :
(- (xp) = T T Bo),

(X - Xo)
X - X,
ométe  fim [f(x)-f(x,)] = £im 109-10) ( _x)
X—Xq X=Xg X=X,
= im 1T X) ko x)
X=X X = X, X=X,
=f(x,) - 0=0

agou n f €ival TTapaywyioiun oTo Xo.
Etmropévwg Xéing f(x)=f(x,) dnAadn n f eival cuvexAG OoTO Xo.
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OEMA 7°
N’ atrodeixBei 611 n otabepry ouvaptnon f, pe f(x) =c civai

TTapaywyioiun oto IR kai ioxoer f(x) =0, dnAadn (c)” = 0.
ATrod¢€1En

Av Xo éva onueio Tou IR, TOTE yIa X # Xo EXOUME :
109-TX0) _ €-C ¢ omore rim X =T&) _

X - X, X - X, X=X X=X,
Emopévwg (c) =

©EMA 8°
N’ atrodeixBei 611 n cuvdpTtnon f, ue f(x) = x eival TTapaywyioiun
oto IR kailoxvel f'(x) =1, dnAadn (x)" =1.

AT1rod¢€1En

Av Xo éva onueio Tou IR, TOTE yIa X # Xo EXOUME :
FO0)-FX) _ XX g (e i T =T ()

X - X, X - X, x>X X=X,
Emopévwg (x)" =1.

GEMA 9°

N’ atrodeixOei 611 n ouvdptnon f, pe f(x)=x",v elN-{0, 1} civai

v-1

Trapaywyioiun oto IR kai ioxvel f(x) = v x*", dnAadf (x¥) = v x

AT1Tod¢€1En

Av Xo éva onueio Tou IR, TOTE yIa X # Xo EXOUME :
-1 -2 -2 -1
f(x)-f(x) _ X" - Xp _ (X=X )X + XX+ . F XX F Xy )
X - X, X - X, X - X,

= X"+ XX L+ XX+ XY

OTTOTE zimM = (im (X

X=Xy X=X, X—>Xqg

v-1 v-2 v-2 v-1
+ XXt XX X )

—_ V-1 v-1 v-1
=Xy X ..t Xg

v-1

v-1 v-1
+ Xy = VX
Emopévwe (x') =v - x
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©EMA 10°
N’ atrodeixBei 611 n ouvdpTtnon f, us f(x = Jx eiva napaywylomn

!

(X)) =
oto (0, + o) kaiioxvel f(x 2\/— r])\a6r]( ) 2%’

ATTod¢€1En

Av Xy éva onueio Tou (0, + ), TOTE VIO X # Xo EXOUE :

P -F(xg) _ VX -y _ (VX% (v + )

X - X, X - X, (X'Xo)(\/;"'\/g)
1

, Cf(x)-f(x,) _ 1 1
omoéTe  lim————2% = (im =
X=X X - X x—>x0\/;+ ,XO 2 XO
' 1

Emopévwg (\/;) = odx

OEMA 11°
N’ atmrodeixBei 611 n cuvdptnon f, pe f(x) = nux €ival TTapaywyioiun
oto IR kailoxvel f(x) = ouvx, ®nAadf (NUX) = CUVX.

ATTod¢€1En

Na kdBe x IR kai h =0 1ox0eEl :
f(x+h)-f(x) _ nu(x+h)-nux _ nux - ouvh + nuh - ouvx - nux

h h h
ouvh - 1 nuh
= nNUX - + OUVX - ——
n h h
ouvh -1 nuh

=0 kar /im—— =1

Kal €TTEION  /im
h—0 h—>0

fx+h)-fx)
h

EXOUME /im

=nux - 0 + ouvx - 1 =0uvx
h—0

EmTopévwg (NUX)” = CUuvX.
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GEMA 12°

N’ atrodeixBei 611 n cuvdptnon f, pe f(x) = ouvx eivai
TTapaywyioiun oto IR kai ioxoer f'(x) = - nux, dnAadn

Adde1En
Na kabe x IR kar h =0 1oxvel :

f(x+h)-f(x) _ ouv(x+h)-ouvx _ ouvx - guvh-nph - nux- ouvx

h h h
ouvh -1 nuh
= 0UVX - -NUX - ——
h H h
Kal ETTEIOR  (im ouh-1_ 0 Kol fimw =
h—0 h—-0 R

€XOUE {\ingf(XH;])_f(X) = ouvx - 0-Nux - 1 =-Nux

Emropévwg (ouvx)” = - nux.

GEMA 13°

Av ol guvapTioeig f kal g €ival TTapaywyioldeg oTO X, TOTE V'

atrodelxO¢ei 011 n ouvaptnon f+ g €ival TTapaywyiciun oTo Xo Kal
1oxUer (f+g)"(Xo) = f'(Xo) + g"(Xo)-

AT1Tod¢e1gn
Ma X #Xg EXOUME :

(f+9) (x)-(f+9) (X)) _ F(X)+g(x)-f(X,)-9(Xp)

X - X, X - X,

= F)-Fx) , 9(X)-9 (%)
X - X, X - X,
Kal eTTEIdA oI ouvapTioelg f kKal g €ival TTapaywyiolheg 0To Xo TOTE
i@+ (-9 (%) _ . T0-Flx) , . 9()-9 (%)
X=>Xo X - X, =X X=X,
=1(%) +9°(x)
Emopgvwg (f +g)(Xo) = f'(Xo) + g"(Xo)-

= /im
X=X, X—>Xo
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©OEMA 14°

N’ atmrodeixOsi 611 n ouvdptnon f, pe f(x)=x",v e IN eivai
Tapaywyioipn oto IR kai iox0el f'(x) =

(xY) =-v xV

v x V1 dnhadn

AT1Tod¢€1gn
Mo kGBe x e IR™ €xoupe :
! s v V\” v-1
(X'V)'=(ivJ LX) v
X (XV) X

Emopévwg (xY) =-v-x ¥ .

OEMA 15°
N’ atrodeixBei 611 n ouvaptnon f, pe f(x) = €Px €ival TTapaywyioiun

oto IRy =IR -{x/ouvx =0} kailoyxve f(x)= onAadn

ouv3x'’

Na kéBe x € IRy €xoupe :

] x ) X)" - Ouvx - nux - (ouvx)’
(wx)z(nu j _ (k) nkx - (Ouvx)
OuUVX OuUV~-X

OUVX - OUVX + NuX - NUX _ Ouv*x+nu’x _ 1

ouv2x ouv2x ouv3x

3 ePX) =
Emopévwg (EQX) .
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OEMA 16°

N’ atrodeixOei 611 n ouvdptnon f, pe f(x) =x% a elR-Z ceival
Trapaywyioiun oto (0, +w0) Kai ioxUel f(x)=a x*', dnAadA
(x®) =a x*".

AT1Tode1gn

Mo kABe X e (0, +o0) éxoupe y = x° = e ™™,
Av Béooupe u=a fhx TOTE y =€" Kal
!/

y':(eu) =e" . u

' arlnx

=e - (alnx) =

a-1

X
= - X

X
1

1
Q- —=qQ -
X
Emopévwg (X%) =a x*”

a

OEMA 17°
N’ atrodeixBei 611 n ouvaptnon f, pye f(x) =a

X

,a>0 cival

TTapaywyioiyn oto IR kai ioxvel f'(x) = o " ¢na, dnAadn
(a*)" = a* ¢na.

AT1Tode1gn

MNa kdbe a >0 €xoupe y=a*=e
Av Béooupe u =X fna TOTE Yy =¢€" Kal

x fna

!

y':(eu) =e" .U =¢e

X/na

- (x¢na) =a* - /na

Emopévwe (o) = a*  #na.

EKAOZEIZ KEAAODA 13



OEMA 18°
N’ amrodeiyBei 611 n ouvapmon f, pe f(x) = N[X | x e IR" eival
1 )’ _ 1

Trapaywyiotun kai loxver f(x) =, SnAad (¢n|x

A1ddeIgn

e Av x>0 éxoupe ((n|x

’

)’ = (¢nx) =

e Av x<0 éyxoupe Y= En‘x‘ =(n(-x),
OoTTOTE AV BECOUNE OTTOU U = -X €XOUME

, C1 T 1
y =(€I7U) =— .u=— . (-X) = — . (_1):_
u -X % X
ETropévwg (Kn‘x)' = 1
X

OEMA 19°
Av uia ocuvdaptnon f
e ¢&ival ouvexng o€ €va didoTnua A Kal
o f'(x)=0 yiakdBe eowTepIKO onueio Tou A,
T6TE V' a1modEIxBei 6T N ouvdpTtnon f eival otaBepr o€ 6Ao 1o A.

AT1rod¢€1En

Apkei va deiCoupe 6T f (xq) = f(X2) yia OTTOIGBATIOTE X1, X2 € A.

o Av X1 =X, TOTE f(Xq) =Tf(X2).

e Av X4 <X, TOTE OTO dIACTNUA [X4, X2] N f IKAVOTTOIE TIG
uttoBéoelg Tou O.M.T., dpa uttdpxel € € (X4, X2) TETOIO WOTE

f'(g) - f(XZ) -f(X1).

X, = X,
Etreidn 1o ¢ cival eowTtepikd onueio Tou A, Ba eivar f(€) =0 dpa

P T09) g o £ -Fx)=0 & fxy)=f(x,)
Xy = X
e Av X1 > X, TOTE OuoIa eQappolovtac ©.M.T. o010 [X2, X4]
atrodeikvUuoupe OTI f (Xq) = f (Xo).
Emopévwg oe kaBe trepitrtwon f (x4) = f (X2).
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OEMA 20°
Av ol ouvapTioeig f kal g
e ¢&ival ouvexeic o€ Eva diaotTnua A Kai
o f'(X)=g'(x) yiakdBe ecwTePIKO oNEIo TOU A,
TOTE V' a1TOdEIXOEi OTI UTTAPXEI YIa OTABEPG € TETOIO WOTE
f(x)=g(x)+c, yiakdbe x € A.

AT1Tod¢€1En

Oewpoupe T ouvapTtnon h (x) = f (x) - g (x), TTou €ival cuvexHG OTO
A Kal yla OTTOI00ATTOTE ECWTEPIKO ONUEIO X € A 10XUEI

h'(x) = [f (x) - g (x)]" = f'(x) - g’(x) = 0.

ToTe oUPPWVA PE YWWOoTO Bewpnua N ouvaptnon h €ival otabepn
oTO d1doTnua A.

AnAadn uttdpxel oTaBepd ¢, TéTola woTe h (X) = ¢, yia KaBe x € A.
Omore f(X)-g(x)=c Q| f(X)=g(X)+c, ylakdBe x € A.

OEMA 21°

Av n ouvaptnon f eival ouvexnig oe éva didotnua A kai f'(x) >0
o€ KABe eowTEPIKO onueio Tou A, 101E V' atrodelxBei oTin f €ival
yvnoiwg augouoa oe 6Ao 10 A.

AT1Tod¢€1En
‘EOTwW X1, X2 € A PE X1 < Xo.
Oa deicoupe Ot T (x4q) < (xp).
H f ikavoTtroigi TI¢ uttoB£o¢eig Tou ©.M.T. oto [X4, X2],
Apa UTTApPXEl & € (X1, X2) TETOIO WOTE :
re)= 12T )1 (x) = F() - (x, - %)
X, = X4
Emeidn f(§) >0 kar x;-x, >0, Baeivar f(xz)-f(xq)>0,
omroTe f(X4q) < f(Xp).
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OEMA 22°

Av n ouvaptnon f eival ouvexnig o éva didotnua A kar f(x) <0
o€ KABe eowTEPIKO onueio Tou A, 161E V' atrodelxBei oTin f €ival
yvnoiwg @Bivouoca oe 6Ao 1o A.

ATTod¢€1En
‘EOTW X4, X2 € A PE X4 < Xo.

@a d¢eicoupe Ot T (x4q) > f (xo).

H f ikavoTtroigi TI¢ uttoB€oeig Tou ©.M.T. oTo [X4, X2],
Apa UTTApXEl & € (X1, X2) TETOIO WOTE :

. f(x,)-f(x .

re)= 1T o)) = 1) - 0k, - xy).

Xy = X

Emeidn f(§) <0 kal x2-xq >0, Ba eivar f(x2)-f(xq) <O,
omroTe f(X4q) > f(Xp).

OEMA 23° (0. Fermat)

Av n ouvaptnon f ecival opiopévn o€ éva didotnua A, TTapouciadel
TOTTIKO QKPOTATO OTO Xp (EOWTEPIKO onueio Tou A) kai n f gival
TTAPAYWYIOIPN OTO Xq, TOTE V' atrodelxOei ot f'(xg) = 0.

A1ddeIgn

Ac uTToBéc0oUpE OTI N f TTAPOUTIAZEl OTO Xo TOTTIKG PEYIOTO .

To Xg €ival eowTePIKO onueio Tou A, 161E uTTdp)El © > 0 TETOIO WOTE:
(X0-0,X%X0*+0)c A kai f(x)<f(xo) yiakabe x e(xo-0, Xo+0) (1).
H f cival TTapaywyioiun oto X9 dpa

Fix) = tim OO0 FO0-T(x,)

X=X, X - X, X=X X - X,
e AV X €(Xo-0, Xp) TOTEATTO TNV (1) €xOUpE
T09-T%) 5 0 gpa kar Fix) = im =T 5 g (o)
X - X, X=%, X=X,
e AV X €(Xg, Xo+ O) T6TE ATTO TNV (1) €XOUME
M <0 dpa Kal f'(XO)z f/mM <0 (3)
X'Xo X=X X-X0

A6 Tig oxéaeig (2) kar (3) TpokuTrTel 6T f(Xo) = 0.
H arrddeién yia 1o ToTTIKO eAdxIOTO gival avaAoyn.
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OEMA 24°

Av n ouvaptnon f e€ival opiopévn o€ éva didotnua A kal F gival

MIa TTapdyouca TN f o010 A, TOTE V' aTT0dEIXOET OTI

e OAeg o1 ouvapTAoelg TNG Hopens G (X)=F (x) +c, c € IR ¢ival
mapdyouoeg NG f o100 A

e OTTOIQONTTOTE AAAN TTapAyouca TNG f oto A Traipvel Tn opoen

G(x)=F(x)+c,celR.

A1rdde1En
e KdBe ouvdaptnon 1ng popepns G (x) =F (x) + ¢, ¢ € IR, eival pia
TTapdyouca TnG f oto A, dI16TI
GX)=[F(xX)+c] =F(Xx)+(c) =f(x)+0="f(x), yiakdbe x € A.
e Eotw G pia dAAn mapdyouca tng f oto A.
Tote G'(x) = F'(x) =f (x), yia kGBe x € A.
Apa cUp@wva Pe yVwaoTo TTOPICHA UTTAPXE! Mia oTaBepd ¢ € IR,
TéTolIa WoTe G (X) = F (X) + ¢, yia kKGBe x € A.

OEMA 25°
Av f gival gia ouvexnic ouvdpTtnon o€ éva didotnua [a, B] kar G
gival yia rapdayouoa TG f oto [a, B], v atmmodeixBei OTi

[[f®dt=G(8)-G ).

ATTod¢€1En
H ouvaptnon F (X) = ij (t) dt eivar pia Tapdyouoa ng f oto [a, B

Emeaidin G cival pia rapdyouca tng f ot1o [a, B,
Ba uttapyel ¢ € IR 1€1010 WOoTE G (X) =F (X) + ¢ (1)

Ao TNV (1) yia X = a, EXOUE:

G(a)=F(a)+c= J:f(t)dt +c=c, dpa G (a)=c.
Emopévwg G (x) =F (x) + G (a) (2)

ATTO TNV (2) yia X = B, EXOUME:

G (B)=F (B) + G(a) = [. f (t) At + G(a)

Apa TEAIKG I:f (t) dt = G (B) - G(a).

EKAOZEIZ KEAAODA 17




18 MAOHMATIKA KATEYOYNZHZ I'" AYKEIOY - AlTOAEI=EIZ



	ΘΕΜΑ 1ο 
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 2ο 
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 3ο 
	Αν  z1 , z2  είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε ν’ αποδειχθεί ότι     και  .
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 4ο  (όριο πολυωνυμικής συνάρτησης) 
	Αν  P (x) = αν xv + αν-1 xv-1 + ... + α1 x + α0   πολυώνυμο και  x0 ( ΙR,  ν’ αποδειχθεί ότι  .
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 5ο  (Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών)
	Αν για μια συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α , β]  ισχύουν :
	 η  f  είναι συνεχής στο  [α , β]
	 f (α) ( f (β)
	τότε, ν’ αποδειχθεί ότι για κάθε αριθμό  η  μεταξύ των  f (α)  και  f (β)  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  x0 ( (α , β)  τέτοιος, ώστε  f (x0) = η.
	Απόδειξη
	 η  g  είναι συνεχής στο  [α , β]
	ΘΕΜΑ 6ο   
	Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ΄ ένα σημείο  x0, τότε ν’ αποδειχθεί ότι είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 7ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η σταθερή συνάρτηση  f,  με  f (x) = c  είναι παραγωγίσιμη στο  IR  και ισχύει  f΄(x) = 0, δηλαδή  (c)΄ = 0.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 8ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = x  είναι παραγωγίσιμη στο  IR  και ισχύει  f΄(x) = 1, δηλαδή  (x)΄ = 1.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 9ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = xv , v (IN - {0 , 1}  είναι παραγωγίσιμη στο  IR  και ισχύει  f΄(x) = v . xv-1, δηλαδή  (xv)΄ = v . xv-1.
	Απόδειξη
	Επομένως  (xv)΄ = v . xv-1.
	ΘΕΜΑ 10ο 
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) =   είναι παραγωγίσιμη στο  (0 , + ()  και ισχύει  f΄(x) = , δηλαδή  .
	Απόδειξη
	Επομένως  .
	ΘΕΜΑ 11ο
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = ημx  είναι παραγωγίσιμη στο  ΙR  και ισχύει  f΄(x) = συνx, δηλαδή  (ημx)΄ = συνx.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 12ο 
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = συνx  είναι παραγωγίσιμη στο  ΙR  και ισχύει  f΄(x) = - ημx, δηλαδή  
	(συνx)΄ = - ημx.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 13ο  
	Αν οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0,  τότε ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f + g  είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και ισχύει  (f + g)΄(x0) = f΄(x0) + g΄(x0).
	Απόδειξη
	και επειδή οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0  τότε 
	Επομένως  (f + g)΄(x0) = f΄(x0) + g΄(x0).
	ΘΕΜΑ 14ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = x- v , v ( IN*  είναι παραγωγίσιμη στο  IR*  και ισχύει  f΄(x) = -v . x- v - 1, δηλαδή   
	(x- v)΄ = -v . x- v - 1.
	Απόδειξη
	Επομένως  (x- v)΄ = -v . x- v - 1.
	ΘΕΜΑ 15ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = εφx  είναι παραγωγίσιμη στο  IR1 = IR - {x / συνx = 0}  και ισχύει  f΄(x) = , δηλαδή  .
	Απόδειξη
	Επομένως  .
	ΘΕΜΑ 16ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = xα, α (IR - Z   είναι παραγωγίσιμη στο  (0 , +()  και ισχύει  f΄(x) = α . xα - 1,  δηλαδή               (xα)΄ = α . xα - 1.
	Απόδειξη
	Επομένως  (xα)΄ = α . xα - 1.
	ΘΕΜΑ 17ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) = αx  , α > 0  είναι παραγωγίσιμη στο  IR  και ισχύει  f΄(x) = αx . ℓnα,  δηλαδή                          (αx)΄ = αx . ℓnα.
	Απόδειξη
	Επομένως  (αx)΄ = αx . ℓnα.
	ΘΕΜΑ 18ο  
	Ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f,  με  f (x) =   , x ( IR*  είναι παραγωγίσιμη και ισχύει  f΄(x) = ,  δηλαδή .
	Απόδειξη
	Επομένως  .
	ΘΕΜΑ 19ο 
	Αν μια συνάρτηση  f  
	 είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και
	 f΄(x) = 0  για κάθε εσωτερικό σημείο του  Δ,
	τότε ν’ αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f   είναι σταθερή σε όλο το  Δ.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 20ο   
	Αν οι συναρτήσεις  f   και  g
	 είναι συνεχείς σε ένα διάστημα  Δ  και
	 f΄(x) = g΄(x)  για κάθε εσωτερικό σημείο του  Δ,
	τότε ν’ αποδειχθεί ότι υπάρχει μια σταθερά  c  τέτοια ώστε                      f (x) = g (x) + c,  για κάθε  x ( Δ.
	Απόδειξη
	Οπότε  f (x) - g (x) = c   ή  f (x) = g (x) + c,  για κάθε  x ( Δ.
	ΘΕΜΑ 21ο 
	Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και  f΄(x) > 0  σε κάθε εσωτερικό σημείο του  Δ, τότε ν’ αποδειχθεί ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το  Δ.
	Απόδειξη
	Έστω  x1 , x2 ( Δ  με  x1 < x2. 
	Θα δείξουμε ότι  f (x1) < f (x2).
	ΘΕΜΑ 22ο 
	Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και  f΄(x) < 0  σε κάθε εσωτερικό σημείο του  Δ, τότε ν’ αποδειχθεί ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το  Δ.
	Απόδειξη
	Έστω  x1 , x2 ( Δ  με  x1 < x2. 
	Θα δείξουμε ότι  f (x1) > f (x2).
	ΘΕΜΑ 23ο  (Θ. Fermat)
	Αν η συνάρτηση  f   είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ, παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  x0 (εσωτερικό σημείο του  Δ) και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0,  τότε ν’ αποδειχθεί ότι  f΄(x0) = 0.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 24ο 
	Αν η συνάρτηση  f   είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ  και  F  είναι μια παράγουσα της  f  στο  Δ,  τότε ν’ αποδειχθεί ότι  
	  όλες οι συναρτήσεις της μορφής  G (x) = F (x) + c , c ( IR  είναι παράγουσες της  f  στο  Δ
	  οποιαδήποτε άλλη παράγουσα της  f  στο  Δ  παίρνει τη μορφή          G (x) = F (x) + c, c ( IR.
	Απόδειξη
	ΘΕΜΑ 25ο 
	Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  [α , β]  και  G  είναι μια παράγουσα της  f  στο  [α , β],  ν’ αποδειχθεί ότι  .
	Απόδειξη

