
TRIWNUMO B’ BAJMOU

ASKHSEIS

today

1. Να βρεθούν,αν υπάρχουν,οι lύσειc των παρακάτω εξισώσεων:

• x2 + 2x + 1 = 0

• x2 − 3x− 10 = 0

• y2 + 4y + 4 = 0

• x2 − 6x + 5 = 0

• w2 + 2w + 2 = 0

• x(x + 2) = x + 6

• (y − 1)3 + (y − 2)2 = (y + 1)3 − 10

2. Αν οι αριθµοί α,β,γ θεωρούνται γνωστοί, να lυθούν οι εξισώσειc:

• x2 − (a + β)x + αβ = 0

• y2 − 2αy + α2 − β2 = 0

• α2x2

β2 − 2αx
γ + β2

γ2 = 0 µε αβγ 6= 0

3. Να αποδειχτεί ότι οι lύσειc τηc εξίσωσηc 9x2 +12x+4 = 0 είναι και lύσειc
τηc εξίσωσηc

√
9x2 + 18x + 24 +

√
81x2 + 3x + 2 = 10.

4. ∆ίνεται η εξίσωση (a + γ − β)x2 + 2γx + β + γ = 0 µε α+γ 6= β. Αν
οι αριθµοί α,β,γ ειναι ρητοί αποδείξτε οτι οι ρίζεc τηc εξίσωσηc είναι ρητοί

αριθµοί.

5. Αν σε µια δευτεροβάθµια εξίσωση ο συντεlεστήc του µεγιστοβάθµιου όρου
και ο σταθερόc όροc είναι ετερόσηµοι να δείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο

πραγµατικέc ρίζεc.

6. Να lύσετε την εξίσωση 1
x−2 + 2

x−2λ = 3
x−λ για τιc διάφορεc τιµέc του

l ∈ R.
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7. Αν τα µήκη των πlευρών ενοc τριγώνου είναι α,β και γ, να δείξετε οτι η

εξίσωση γ2x2 +(γ2−a2 +β2)x+β2 = 0 δεν έχει πραγµατικέc ρίζεc.

8. ∆ίνεται η εξίσωση x2 − (λ + 3)x + λ2 + 3 = 0.

(a) Για ποιέc τιµέc του l η µία ρίζα τηc εξίσωσηc είναι το 2.Ποιέc είναι τότε
οι άllεc ρίζεc τηc εξίσωσηc?

(b) Αν η εξίσωση έχει µία διπlή ρίζα να αποδείξετε ότι l = 1.Ποιά είναι η
διπlή ρίζα?

(c) Για ποέc τιµέc του l η εξίσωση έχει πραγµατικέc ρίζεc?
(d) Να εξετάσετε αν υπάρχουν τιµέc του l ώστε η εξίσωση να έχει άνισεc
ρίζεc.

(e) Να αποδείξετε ότι για l 6= 1 η εξίσωση δεν έχει πραγµατικέc lύσειc.

Poluwnumikèc exisÿseic

Οι ποlυωνυµικέc εξισώσειc συνδέονται άµεσα µε πάρα ποllά προβlήµατα τηc

αφηρηµένηc άlγεβραc αllά και µε προβlήµατα γεωµετρικά που περιγράφουν τη

συµµετρία αντικειµένων του χώρου.΄Εχει σηµασία lοιπόν να γνωρίζουµε πότε µια

τέτοια εξίσωση µπορεί να lυθεί µε έναν ορισµένο αριθµό βηµάτων.Στη γενική τηc

µορφή η εξίσωση γράφεται ωc

αnxn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x + α0 = 0

όπου οι αριθµοί α0, α1, · · ·αn είναι πραγµατικοί και n ∈ N είναι ο βαθµόc τηc

εξίσωσηc.΄Οπωc φένεται άµεσα αν ο βαθµόc είναι 1 ή 2 τότε έχουµε τιc απlέc

περιπτώσειc τηc πρωτοβάθµιαc και τηc δευτεροβάθµιαc εξίσωσηc οι οποίεc lύνονται

απlά µε έναν µικρό αριθµό βηµάτων.Επίσηc αποδυκνύεται ότι η τριτοβάθµια και η

τεταρτοβάθµια εξίσωση επίσηc επιlύονται µε παρόµοιεc διαδικασίεc.

Η διαδικασία αυτή,κατά την οποία βρίσκουµε έναν τύπο για τη lύση µιαc

ποlυωνυµικήc εξίσωσηc που να εξαρτάται µόνο από τουc συντεlεστέc τηc εξίσω-

σηc, ονοµάζεται epÐlush me rizikĹ.Το 1824 ο Abel (1802-1829) απέδειξε ότι δεν
υπάρχει ανάlογοc τύποc για την εξίσωση πέµπτου βαθµού που να δίνει τιc lύσειc

τηc εξίσωσηc.∆ηlαδή η εξίσωση πέµπτου βαθµού δεν επιlύεται µε ριζικά.Το 1829

ο Abel έδωσε µια επαρκή συνθήκη ώστε ένα ποlυώνυµο (οποιουδήποτε βαθµού)
να επιlύεται µε ριζικά.Lίγο αργότερα ο Galois (1811-1832) εισήγαγε την έννοια
τηc οµάδαc (ένα σύνοlο εφοδιάζεται µε µία προσεταιριστική πράξη ωc προc την

οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο και κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο ).Συνέδεσε

κάθε ποlυώνυµο µε µία οµάδα και χρησιµοποιώνταc κάποιεc ιδιότητέc τηc παρουσί-

ασε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε να υπάρχει κατάllηlοc τύποc για τιc

θέσειc µηδενισµόυ του ποlυωνύµου.΄Ετσι έδωσε την τεlική lύση στο πρόβlηµα

εγκαινιάζονταc ταυτόχρονα έναν νέο κlάδο τηc σύγχρονηc άlγεβραc.
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